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Résumé. � On étudie le �ot géodésique des quotients géométriquement �nis Ω/Γ de

géométries de Hilbert, en particulier ses propriétés de récurrence.

On prouve, sous une hypothèse géométrique sur les cusps, que le �ot géodésique est uni-

formément hyperbolique. Sans cette hypothèse, on construit un exemple où celui-ci a un

exposant de Lyapunov nul.

On fait le lien entre la dynamique du �ot géodésique et certaines propriétés du convexe

Ω et du groupe Γ. On en déduit des résultats de rigidité, qui étendent ceux de Benoist et

Guichard pour les quotients compacts.

En�n, on s'intéresse au lien entre entropie volumique et exposant critique ; on montre entre

autres qu'ils coïncident lorsque le quotient est de volume �ni.

Abstract. � We study the geodesic �ow of geometrically �nite quotients Ω/Γ of Hilbert

geometries, in particular its recurrence properties.

We prove that, under a geometrical assumption on the cusps, the geodesic �ow is uniformly

hyperbolic. Without this assumption, we provide an example of a quotient whose geodesic

�ow has a zero Lyapunov exponent.

We make the link between the dynamics of the geodesic �ow and some properties of the

convex set Ω and the group Γ. As a consequence, we get various rigidity results which

extend previous results of Benoist and Guichard for compact quotients.

Finally, we study the link between volume entropy and critical exponent; for example, we

show that they coincide provided the quotient has �nite volume.
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1. Introduction

Cet article dynamique fait logiquement suite à l'article géométrique [CM12], dans
lequel nous étudions la notion de �nitude géométrique en géométrie de Hilbert. Avec
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[CM11], ils forment un seul et même travail que nous avons découpé en trois pour des
raisons évidentes de longueur. Concernant la géométrie des variétés géométriquement
�nies, nous ne rappellerons dans ce texte que les résultats dont nous ferons usage et
renvoyons le lecteur à [CM12] pour plus d'informations.

Une géométrie de Hilbert est un espace métrique (Ω, dΩ) où Ω est un ouvert proprement
convexe de l'espace projectif réel Pn = Pn(R) et dΩ est la distance dé�nie sur Ω par

dΩ(x, y) =
1

2
ln([p : x : y : q]), x, y ∈ Ω distincts;

dans cette formule, les points p et q sont les points d'intersection de la droite (xy) avec
le bord ∂Ω de Ω. Ces géométries ont été introduites par Hilbert comme exemples de
géométries dans lesquelles les droites sont des géodésiques. Leur dé�nition imite celle de
l'espace hyperbolique dans le modèle projectif de Beltrami, qui correspond à la géométrie
de Hilbert dé�nie par un ellipsoïde.

Figure 1. La distance de Hilbert

Lorsque l'ouvert convexe Ω est strictement convexe, la géométrie de Hilbert est unique-
ment géodésique : les droites sont les seules géodésiques. On peut dans ce cas dé�nir le
�ot géodésique sans recourir à des équations géodésiques, comme on le fait de façon tradi-
tionnelle en géométrie riemannienne. Le �ot géodésique est ainsi le �ot dé�ni sur le �bré
homogène HΩ = TΩ r {0}/R+ de la façon suivante : si w = (x, [ξ]) est un point de HΩ,
consistant en un point x de Ω et une direction tangente [ξ], on trouve son image ϕt(w)
en suivant la droite géodésique partant de x dans la direction [ξ].
Les géométries de Hilbert sont des espaces �nslériens : la métrique de Hilbert est engendrée
par un champ de normes F : TΩ −→ R sur Ω, donné par la formule

F (x, ξ) =
|ξ|
2

(
1

|xx−|
+

1

|xx+|

)
, (x, ξ) ∈ TΩ,

où x+ et x− sont les points d'intersection de la droite {x+ λξ, λ ∈ R} avec ∂Ω. Lorsque
∂Ω est de classe C2 à hessien dé�ni positif, alors on peut dé�nir les géodésiques au moyen
d'une équation di�érentielle, et le �ot géodésique est le �ot de cette équation.

La géométrie de Hilbert dé�nie par un ouvert strictement convexe à bord C1 possède un
certain comportement hyperbolique. Par exemple, dans ce cadre-là, on voit apparaître na-
turellement, au moyen des horosphères, les variétés stables et instables du �ot géodésique.
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Le �ot géodésique est dans ce cas de classe C1 et l'espace tangent à HΩ admet une
décomposition en

THΩ = R.X ⊕ Es ⊕ Eu,

où X est le générateur du �ot, Es est la distribution stable tangente au feuilletage stable,
et Eu est la distribution instable.
Les �ots géodésiques des variétés riemanniennes compactes de courbure négative sont les
premiers exemples de �ots d'Anosov, ou uniformément hyperboliques. Cette propriété
d'hyperbolicité ne dépend que des bornes sur la courbure et elle reste donc vraie pour
une variété riemannienne non compacte à courbure négative K < −a2 < 0.
Pour une géométrie de Hilbert quelconque, on ne peut espérer obtenir de propriété
d'hyperbolicité. En e�et, le comportement asymptotique autour d'une géodésique dépend
de la régularité du bord du convexe au point extrémal de la géodésique (voir [Cra11]
pour une étude détaillée). Par contre, si la géométrie admet un quotient assez petit, on
peut s'attendre à des propriétés de récurrence sur le quotient.
C'est le cas lorsqu'il existe un quotient compact : dans [Ben04], Yves Benoist a prouvé
que le �ot géodésique d'un quotient compact d'une géométrie de Hilbert (avec Ω stricte-
ment convexe) était un �ot d'Anosov. Notre premier théorème généralise cela au �ot
géodésique de certaines variétés géométriquement �nies.

Les variétés géométriquement �nies sont en quelque sorte les variétés non compactes
les plus simples. Leur caractéristique essentielle pour nous est que leur c÷ur convexe se
décompose en une partie compacte et un nombre �ni de cusps. C'est essentiel car le c÷ur
convexe est le support de l'ensemble non errant du �ot géodésique ; c'est donc là que se
concentre la dynamique. On renvoie au fait 3 ou à l'article [CM12] pour plus de détails.
À chaque fois, on va essayer de comprendre séparément ce qu'il se passe sur la partie
compacte puis sur les parties cuspidales. De façon générale, on ne peut rien dire sans faire
d'hypothèses sur la géométrie des cusps :

Proposition 1.1 (Proposition 8.1). � Il existe une variété géométriquement �nie
M = Ω/Γ dont le �ot géodésique a un exposant de Lyapunov nul. En particulier, le �ot
géodésique n'est pas uniformément hyperbolique.

Dans ce texte, nous étudierons donc principalement les variétés géométriquement �nies
dont les cusps sont "asymptotiquement hyperboliques" i.e. dans un cusp, la métrique de
Hilbert est équivalente à une métrique hyperbolique qui a les mêmes géodésiques (non
paramétrées) ; voir la dé�nition 4.2. Parmi les variétés géométriquement �nies à cusps
asymptotiquement hyperboliques, on trouve en particulier les variétés de volume �ni,
et plus généralement celles dont les sous-groupes paraboliques maximaux sont de rang
maximal, c'est-à-dire qu'ils agissent cocompactement sur ∂Ω r {p}, où p est le point �xe
du groupe parabolique considéré.
Il est fort possible que pour toute variété géométriquement �nie M = Ω/Γ, il existe un
ouvert Ω′, Γ-invariant, strictement convexe et à bord C1, tel que le quotient M ′ = Ω′/Γ
soit géométriquement �ni à cusps asymptotiquement hyperboliques. La raison principale
qui nous pousse à penser qu'une telle construction est possible est que les sous-groupes
paraboliques d'un tel groupe Γ sont conjugués à des sous-groupes paraboliques de
SOn,1(R).

Pour ces variétés-là, on peut prouver le
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Théorème 1.2 (Théorème 5.2). � Soient Ω un ouvert strictement convexe et à bord
C1, et M = Ω/Γ une variété géométriquement �nie à cusps asymptotiquement hyper-
boliques. Le �ot géodésique de la métrique de Hilbert est uniformément hyperbolique sur
son ensemble non errant NW : le �bré tangent à HM admet en tout point de NW une
décomposition ϕt-invariante

THM = R.X ⊕ Es ⊕ Eu,

telle qu'il existe des constantes χ,C > 0 pour lesquelles

(1) ‖dϕtZs‖ 6 Ce−χt, ‖dϕ−tZu‖ 6 Ce−χt, Zs ∈ Es, Zu ∈ Eu, t > 0.

De façon générale, on prouvera aussi les propriétés de récurrence suivantes :

Proposition 1.3 (Proposition 6.1). � Soient Ω un ouvert strictement convexe et à
bord C1, et M = Ω/Γ une variété quotient. Le �ot géodésique de M est topologiquement
mélangeant sur son ensemble non errant.

Notre deuxième théorème concerne la régularité du bord des ouverts convexes Ω qui
admettent un quotient géométriquement �ni M = Ω/Γ. Ce résultat est lié au fait que
les propriétés hyperboliques des orbites du �ot géodésique se lisent directement sur la
régularité du bord au niveau de leur point extrémal.
Bien entendu, cela permet de décrire le bord uniquement au niveau de l'ensemble limite
ΛΓ du groupe. Ce n'est pas étonnant puisque celui-ci constitue l'ensemble des points
extrémaux des géodésiques récurrentes. De plus, c'est la seule partie du bord qui est
imposée par le groupe Γ : on peut en e�et modi�er le bord (presque) à sa guise hors de
l'ensemble limite ; c'est d'ailleurs ainsi qu'on obtient l'exemple de la proposition 1.1. Pour
un quotient compact ou de volume �ni, l'ensemble limite est le bord tout entier et donc
le convexe Ω est entièrement déterminé par le groupe Γ.

Théorème 1.4 (Corollaire 7.3). � Soient Ω un ouvert strictement convexe et à bord
C1, et M = Ω/Γ une variété géométriquement �nie à cusps asymptotiquement hyper-

boliques. Il existe ε > 0 tel que le bord ∂Ω du convexe Ω soit de classe C1+ε en tout point
de ΛΓ.

Via la caractérisation des quotients de volume �ni par leur ensemble limite, on obtient
le

Corollaire 1.5 (Corollaire 7.3). � Soit Ω un ouvert strictement convexe et à bord C1.
Si Ω admet un quotient de volume �ni, alors son bord ∂Ω est de classe C1+ε pour un certain
ε > 0.

Lorsque Ω admet un quotient compact, Olivier Guichard a pu déterminer exactement
la régularité optimale du bord, c'est-à-dire le plus grand ε tel que le bord ∂Ω soit C1+ε.
Celle-ci est encore une fois déterminée par le groupe Γ, via les valeurs propres de ses
éléments hyperboliques. Cela n'est pas étonnant, étant donné que les orbites périodiques
sont denses, et que celles-ci sont en bijection avec les classes de conjugaison d'éléments
hyperboliques de Γ.
Si on se restreint à l'ensemble limite et l'ensemble non errant, cette observation reste val-
able pour un quotient quelconque. Nous pouvons ainsi prouver un résultat similaire pour
les ouverts convexes qui admettent un quotient géométriquement �ni à cusps asympto-
tiquement hyperboliques. Pour l'énoncé, dé�nissons d'abord

ε(ΛΓ) = sup{ε ∈ [0, 1], le bord ∂Ω est C1+ε en tout point de ΛΓ}.
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Ensuite, pour tout élément hyperbolique γ ∈ Γ, notons

ε(γ) = sup{ε ∈ [0, 1], le bord ∂Ω est C1+ε au point attractif x+
γ de γ},

et ε(Γ) = inf{ε(γ), γ ∈ Γ hyperbolique}. Ainsi, le bord ∂Ω est C1+ε(Γ) en tout point �xe
hyperbolique. On obtient alors :

Théorème 1.6 (Théorème 7.4). � Soient Ω un ouvert strictement convexe et à bord
C1, et M = Ω/Γ une variété géométriquement �nie à cusps asymptotiquement hyper-
boliques. On a

ε(ΛΓ) = ε(Γ).

Notre preuve de ce théorème est di�érente de celle de Guichard et repose sur l'extension
d'un théorème de Ursula Hamenstädt [Ham94], qui s'intéresse au meilleur coe�cient de
contraction d'un �ot uniformément hyperbolique.
Pour l'énoncer, il nous faut dé�nir les meilleurs coe�cients de contraction du �ot sur
l'ensemble non errant

χ(NW) = sup{χ, il existe C > 0 tel que l'inégalité (1) ait lieu en tout point de NW},
et sur les orbites périodiques

χ(Per) = inf{χ(w) | w ∈ NW périodique}.

Théorème 1.7 (Théorème 7.5). � Soient Ω un ouvert strictement convexe et à bord
C1, et M = Ω/Γ une variété géométriquement �nie à cusps asymptotiquement hyper-
boliques. On a

χ(Per) = χ(NW).

Comme corollaire de ces résultats et du travail précédent [CM12], on obtient un résultat
de rigidité :

Théorème 1.8 (Corollaire 7.10). � Soit Ω un ouvert strictement convexe et à bord
C1, qui admet une action géométriquement �nie d'un groupe Γ contenant un élément
parabolique. Si le bord ∂Ω est de classe C1+ε pour tout 0 < ε < 1, alors Γ est un sous-
groupe d'un conjugué de SOn,1(R).

Comme cas particulier, on obtient un extension d'un théorème de Benoist qui concernait
les quotients compacts :

Théorème 1.9 (Corollaire 7.11). � Soit Ω un ouvert strictement convexe et à bord C1

qui admet un quotient de volume �ni. Si le bord ∂Ω est de classe C1+ε pour tout 0 < ε < 1,
alors Ω est un ellipsoïde.

Remarquons que dans l'énoncé de ce théorème, tout comme dans celui du théorème 1.5,
l'une des hypothèses strictement convexe/à bord C1 est super�ue : c'est une conséquence
du travail de Daryl Cooper, Darren Long et Stephan Tillmann [CLT11].

À la �n de ce texte, on revient sur la représentation sphérique de SL2(R) dans SL5(R),
que nous avions étudié dans [CM12] car elle permettait de distinguer les deux notions
de �nitude géométrique que nous y avions introduites. En particulier, on avait vu que
l'ensemble des ouverts proprement convexes préservés par cette représentation formait, à
action de SL5(R) près, une famille croissante {Ωr, 0 6 r 6∞}. Parmi eux, les convexes
Ω0 et Ω∞, duaux l'un de l'autre, n'étaient ni strictement convexes ni à bord C1. Les autres
par contre l'étaient. En fait, on peut déterminer précisément leur régularité (voir dé�nition
4.3 pour les notion de régularité C1+ε et la β-convexité) :
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Proposition 1.10 (Proposition 8.2). � Pour 0 < r <∞, le bord de l'ouvert convexe
Ωr est de classe C4/3 et 4-convexe.

Nous avons inclus pour �nir une première étude de la croissance des groupes discrets
dont l'action est géométriquement �nie sur Ω. L'objet principal est l'exposant critique δΓ

du groupe Γ, qui mesure la croissance exponentielle du groupe agissant sur Ω ; à savoir

δΓ = lim sup
R→+∞

1

R
log ]{g ∈ Γ, dΩ(x, gx) 6 R}.

Lorsque Γ est un groupe cocompact, il est immédiat que l'exposant critique et l'entropie
volumique de la géométrie de Hilbert sont égaux. Rappelons que l'entropie volumique
de la géométrie de Hilbert (Ω, dΩ) est le taux de croissance exponentiel des volumes des
boules :

hvol(Ω) = lim sup
R→+∞

1

R
logVolΩB(x,R).

Lorsque Γ n'est plus cocompact, on a de façon générale δΓ 6 hvol mais il n'y a a priori
plus de raisons pour que ces deux quantités coïncident, même si Γ est de covolume �ni :
Françoise Dal'bo, Marc Peigné, Jean-Claude Picaud et Andrea Sambusetti ont construit
des exemples de réseaux non uniformes d'espaces de courbure négative pincée où δΓ < hvol.
Dans notre cas, le fait que les cusps d'une variété de volume �ni soient asymptotiquement
hyperboliques entraîne l'égalité :

Théorème 1.11 (Théorème 9.2). � Soient Ω un ouvert strictement convexe et à bord
C1, et Γ un sous-groupe discret de Aut(Ω) de covolume �ni. Alors

δΓ = hvol(Ω).

Ce résultat peut même s'étendre au cas des actions géométriquement �nies de la manière
suivante :

Théorème 1.12 (Théorème 9.7). � Soit Γ un sous-groupe discret de Aut(Ω) dont
l'action sur Ω est géométriquement �nie. Alors

δΓ = lim sup
R→+∞

1

R
logVolΩ(B(o,R) ∩ C(ΛΓ)),

où o est un point quelconque de Ω.

Plan. � Les sections 2 et 3 sont des préliminaires portant respectivement sur les
géométries de Hilbert et leur �ot géodésique.
La section 4 explique ce qui nous sera utile sur les variétés géométriquement �nies, en
présentant notamment l'hypothèse d'asympototicité hyperbolique des cusps.
La section 5 est consacrée à la preuve du théorème 1.2. Bien que l'idée soit claire et trés
simple, la démonstration reste malgré tout quelque peu technique, .
La section 6 se concentre sur les propriétés de récurrence du �ot géodésique d'une variété
quelconque M = Ω/Γ ; en particulier, on y montre la proposition 1.3.
Dans la section 7, on s'intéresse à la régularité du bord de l'ouvert convexe. C'est là
qu'on montre le théorème 1.4 et le corollaire 1.5. Une bonne partie de cette section est
dédiée au théorème 1.6, via le théorème 1.7 dont la preuve présente quelques technicités.
La section 8 construit le contre-exemple de la proposition 1.1 et détaille la proposition
1.10. En�n, dans la partie 9, on montre les théorèmes 1.11 et 1.12 qui lient exposant
critique et entropie volumique. Là encore, les preuves présentent quelques di�cultés
techniques.
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2. Géométries de Hilbert

2.1. Distance et volume. � Une carte a�ne A de Pn est le complémentaire d'un
hyperplan projectif. Une carte a�ne possède une structure naturelle d'espace a�ne. Un
ouvert Ω de Pn di�érent de Pn est convexe lorsqu'il est inclus dans une carte a�ne et
qu'il est convexe dans cette carte. Un ouvert convexe Ω de Pn est dit proprement con-

vexe lorsqu'il existe une carte a�ne contenant son adhérence Ω. Autrement dit, un ouvert
convexe est proprement convexe lorsqu'il ne contient pas de droite a�ne. Un ouvert pro-
prement convexe Ω de Pn est dit strictement convexe lorsque son bord ∂Ω ne contient pas
de segment non trivial.

Hilbert a introduit sur un ouvert proprement convexe Ω de Pn la distance qui porte
aujourd'hui son nom. Pour x 6= y ∈ Ω, on note p, q les points d'intersection de la droite
(xy) et du bord ∂Ω de Ω, de telle façon que x soit entre p et y, et y entre x et q (voir
�gure 2). On pose

dΩ(x, y) =
1

2
ln
(
[p : x : y : q]

)
=

1

2
ln

(
|py| · |qx|
|px| · |qy|

)
et dΩ(x, x) = 0,

où

1. la quantité [p : x : y : q] désigne le birapport des points p, x, y, q ;

2. | · | est une norme euclidienne quelconque sur une carte a�ne A qui contient l'ad-
hérence Ω de Ω.

Le birapport étant une notion projective, il est clair que dΩ ne dépend ni du choix de
A, ni du choix de la norme euclidienne sur A.

Figure 2. La distance de Hilbert et la norme de Finsler

Fait 1. � Soit Ω un ouvert proprement convexe de Pn.
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1. dΩ est une distance sur Ω ;

2. (Ω, dΩ) est un espace métrique complet ;

3. La topologie induite par dΩ coïncide avec celle induite par Pn ;
4. Le groupe Aut(Ω) des transformations projectives de SLn+1(R) qui préservent Ω est

un sous-groupe fermé de SLn+1(R) qui agit par isométries sur (Ω, dΩ). Il agit donc

proprement sur Ω.

La distance de Hilbert dΩ est induite par une structure �nslérienne sur l'ouvert Ω. On
choisit une carte a�ne A et une métrique euclidienne | · | sur A pour lesquelles Ω apparaît
comme un ouvert convexe borné. On identi�e le �bré tangent TΩ de Ω à Ω × A. Soient
x ∈ Ω et v ∈ A, on note x+ = x+(x, v) (resp. x−) le point d'intersection de la demi-droite
dé�nie par x et v (resp −v) avec ∂Ω (voir �gure 2). On pose

F (x, v) =
|v|
2

(
1

|xx−|
+

1

|xx+|

)
,

quantité indépendante du choix de A et de | · |, puisqu'on ne considère que des rapports
de longueurs.

Fait 2. � Soient Ω un ouvert proprement convexe de Pn et A une carte a�ne qui contient

Ω. La distance induite par la métrique �nslérienne F est la distance dΩ. Autrement dit

on a les formules suivantes :

� F (x, v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

dΩ(x, x+ tv), pour v ∈ A ;

� dΩ(x, y) = inf

∫ 1

0

F (σ̇(t)) dt, où l'in�mum est pris sur les chemins σ de classe C1 tel

que σ(0) = x et σ(1) = y.

Il y a plusieurs manières naturelles. de construire un volume pour une géométrie de
Finsler, la dé�nition riemannienne acceptant plusieurs généralisations. Nous travaillerons
avec le volume de Busemann, noté VolΩ.
Pour le construire, on se donne une carte a�ne A et une métrique euclidienne | · | sur
A pour lesquelles Ω apparaît comme un ouvert convexe borné. On note BTxΩ(r) = {v ∈
TxΩ |F (x, v) < r} la boule de rayon r > 0 de l'espace tangent à Ω en x, Vol la mesure de
Lebesgue sur A associée à | · | et vn = Vol({v ∈ A | |v| < 1}) le volume de la boule unité
euclidienne en dimension n.
Pour tout borélien A ⊂ Ω ⊂ A, on pose :

VolΩ(A) =

∫
A

vn
Vol(BTxΩ(1))

dVol(x)

Là encore, la mesure VolΩ est indépendante du choix de A et de | · |. En particulier, elle
est préservée par le groupe Aut(Ω).
La proposition suivante permet de comparer deux géométries de Hilbert entre elles.

Proposition 2.1. � Soient Ω1 et Ω2 deux ouverts proprement convexes de Pn tels que

Ω1 ⊂ Ω2.

� Les métriques �nslériennes F1 et F2 de Ω1 et Ω2 véri�ent : F2(w) 6 F1(w), w ∈
TΩ1 ⊂ TΩ2, l'égalité ayant lieu si et seulement si x+

Ω1
(w) = x+

Ω2
(w) et x−Ω1

(w) =

x−Ω2
(w).
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� Pour tous x, y ∈ Ω1, on a dΩ2(x, y) 6 dΩ1(x, y).

� Les boules métriques véri�ent, pour tout x ∈ Ω1 et r > 0, BΩ1(x, r) ⊂ BΩ2(x, r), avec

égalité si et seulement si Ω1 = Ω2. De même, BTxΩ1(r) ⊂ BTxΩ2(r).

� Pour tout borélien A de Ω1, on a VolΩ2(A) 6 VolΩ1(A).

2.2. Fonctions de Busemann et horosphères. � Nous supposons dans ce para-
graphe que l'ouvert proprement convexe Ω de Pn est strictement convexe et à bord C1.
Dans ce cadre, il est possible de dé�nir les fonctions de Busemann et les horosphères de
la même manière qu'en géométrie hyperbolique, et nous ne donnerons pas de détails.

Pour ξ ∈ ∂Ω et x ∈ Ω, notons cx,ξ : [0,+∞) −→ Ω la géodésique issue de x et
d'extrémité ξ, soit cx,ξ(0) = x et cx,ξ(+∞) = ξ. La fonction de Busemann basée en
ξ ∈ ∂Ω bξ(., .) : Ω× Ω −→ R est dé�nie par :

bξ(x, y) = lim
t→+∞

dΩ(y, cx,ξ(t))− t = lim
z→ξ

dΩ(y, z)− dΩ(x, z), x, y ∈ Ω.

L'existence de ces limites est due aux hypothèses de régularité faites sur Ω. Les fonctions
de Busemann sont de classe C1.

L'horosphère basée en ξ ∈ ∂Ω et passant par x ∈ Ω est l'ensemble

Hξ(x) = {y ∈ Ω | bξ(x, y) = 0}.

L'horoboule basée en ξ ∈ ∂Ω et passant par x ∈ Ω est l'ensemble

Hξ(x) = {y ∈ Ω | bξ(x, y) < 0}.

L'horoboule basée en ξ ∈ ∂Ω et passant par x ∈ Ω est un ouvert strictement convexe de
Ω, dont le bord est l'horosphère correspondante, qui est elle une sous-variété de classe C1

de Ω.
Dans une carte a�ne A dans laquelle Ω apparaît comme un ouvert convexe relativement
compact, on peut, en identi�ant TΩ avec Ω × A, construire géométriquement l'espace
tangent à Hξ(x) en x : c'est le sous-espace a�ne contenant x et l'intersection Tξ∂Ω∩Tη∂Ω

des espaces tangents à ∂Ω en ξ et η = (xξ) ∩ ∂Ω r {ξ}.
On peut voir que que l'horoboule et l'horosphère basées en ξ ∈ ∂Ω et passant par x ∈ Ω

sont les limites des boules et des sphères métriques centrées au point z ∈ Ω et passant
par x lorsque z tend vers ξ.

2.3. Dualité. � À l'ouvert proprement convexe Ω de Pn est associé l'ouvert proprement
convexe dual Ω∗ : on considère un des deux cônes C ⊂ Rn+1 au-dessus de Ω, et son dual

C∗ = {f ∈ (Rn+1)∗, ∀x ∈ C, f(x) > 0}.

Le convexe Ω∗ est par dé�nition la trace de C∗ dans P((Rn+1)∗).

Le bord de ∂Ω∗ est facile à comprendre, car il s'identi�e à l'ensemble des hyperplans
tangent à Ω. En e�et, un hyperplan tangent Tx à ∂Ω en x est la trace d'un hyperplan
Hx de Rn+1. L'ensemble des formes linéaires dont le noyau est Hx forme une droite de
(Rn+1)∗, dont la trace x∗ dans P((Rn+1)∗) est dans ∂Ω∗. Il n'est pas dur de voir qu'on
obtient ainsi tout le bord ∂Ω∗.
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Figure 3. Une horosphère et son espace tangent

Cette remarque permet de voir que le dual d'un ouvert strictement convexe a un bord de
classe C1, et inversement. En particulier, lorsque Ω est strictement convexe et que son
bord est de classe C1, ce qui est le cas que nous étudierons, on obtient une involution
continue x 7−→ x∗ entre les bords de Ω et Ω∗.

Étant donné un sous-groupe discret Γ de Aut(Ω), on en déduit aussi une action de Γ

sur le convexe dual Ω∗ : pour f ∈ C∗ et γ ∈ Γ,

(γ · f)(x) = f(γ−1x), x ∈ C.

Le sous-groupe discret de Aut(Ω∗) ainsi obtenu sera noté Γ∗. Bien entendu, on a (Ω∗)∗ = Ω

et (Γ∗)∗ = Γ.

Dans tout ce qui suit, sauf mention explicite, Ω désignera un
ouvert proprement convexe, strictement convexe et à bord C1.

2.4. Isométries. � Les isométries d'une géométrie (Ω, dΩ) avec Ω strictement convexe
à bord C1 ont été classi�ées dans [CM12]. Ce sont toutes des transformations projectives
qui préservent Ω, et on les verra donc comme des éléments du groupe linéaire SLn+1(R),
agissant sur Pn. Outre les isométries elliptiques qui sont de torsion et qui ne nous in-
téresseront pas ici, on trouve les isométries hyperboliques et paraboliques.
� Une isométrie hyperbolique γ a exactement deux points �xes x+

γ , x
−
γ ∈ ∂Ω, l'un répulsif

et l'autre attractif. Cela veut dire que la suite (γn)n∈N converge uniformément sur
les compacts de Ω r {x−γ } vers x+

γ , et la suite (γ−n)n∈N converge uniformément sur
les compacts de Ω r {x+

γ } vers x−γ . De plus, γ agit par translation sur le segment

ouvert ]x−γ x
+
γ [ de Ω, translation de force τ(γ) = ln λ0(γ)

λn(γ)
, où λ0(γ) et λn(γ) désignent

respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de γ, qui sont des valeurs
propres simples, dont les droites propres sont x+

γ et x−γ .
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� Une isométrie parabolique γ a exactement un point �xe p ∈ ∂Ω et préserve toute
horosphère basée en p. De plus, la famille (γn)n∈Z converge uniformément sur les
compacts de Ω r {p} vers p.

On dira qu'un sous-groupe discret P de Aut(Ω), sans torsion, est parabolique si tous ses
éléments sont paraboliques. Un tel groupe est nilpotent et ses éléments �xent un même
point p ∈ ∂Ω. On dira que le groupe P est de rang maximal si son action sur ∂Ω r {p}
est cocompacte.
Si un sous-groupe discret Γ de Aut(Ω) est donné, on dira qu'un sous-groupe parabolique
de Γ est maximal s'il n'est contenu dans aucun autre sous-groupe parabolique.

2.5. Ensemble limite. � Comme en géométrie hyperbolique, on peut dé�nir l'ensem-
ble limite et le domaine de discontinuité d'un sous-groupe discret de Aut(Ω) de la façon
suivante.

Dé�nition 2.2. � Soit Γ un sous-groupe discret de Aut(Ω) et x ∈ Ω. L'ensemble limite
ΛΓ de Γ est le sous-ensemble de ∂Ω suivant :

ΛΓ = Γ · xr Γ · x.

Le domaine de discontinuité OΓ de Γ est le complémentaire de l'ensemble limite de Γ dans
∂Ω.

L'ensemble limite ΛΓ, s'il n'est pas in�ni est vide ou consiste en 1 ou 2 points. On dit
que Γ est non élémentaire si ΛΓ est in�ni. Dans ce dernier cas, l'ensemble limite ΛΓ est le
plus petit fermé Γ-invariant non vide de ∂Ω. En particulier, ΛΓ est l'adhérence des points
�xes des éléments hyperboliques de Γ.

3. Le �ot géodésique

3.1. Généralités. � Le �ot géodésique est le principal objet d'étude de ce travail.
Nous le dé�nirons sur le �bré tangent homogène, ou en demi-droites, de M , qui est le
�bré π : HΩ −→ Ω, avec HΩ = TΩ r {0}/R+

: deux points (x, u) et (y, v) de TΩ r {0}
sont identi�és si x = y et u = λv pour un certain réel λ > 0.
L'image d'un point w = (x, [ξ]) ∈ HΩ par le �ot géodésique ϕt : HΩ −→ HΩ est le
point ϕt(w) = (xt, [ξt]) obtenu en suivant la géodésique partant de x dans la direction [ξ]

pendant le temps t. Il est engendré par le champ de vecteurs X sur HΩ, qui a la même
régularité que le bord de Ω. Ainsi, ϕt est au moins de classe C1.

Nous ferons les calculs de façon intelligente en utilisant l'invariance projective. Une
carte adaptée à un point w ∈ HΩ est une carte a�ne munie d'une métrique euclidienne
telle que
� la fermeture de Ω est incluse dans la carte ;
� l'intersection des plans tangents à ∂Ω en x+ et x− sont à l'in�ni de la carte ; autrement
dit, ils y sont parallèles ;

� la droite (xx+) et les plans tangents à ∂Ω en x+ et x− sont orthogonaux.
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Figure 4. Une carte adaptée en w

3.2. Variétés stable et instable. � On dé�nit les variétés stable W s(w) et instable
W u(w) de w = (x, [ξ]) ∈ HΩ par

W s(w) = {w′ = (y, [yx+]), y ∈ Hx+(x)}, W u(w) = {w′ = (y, [x−y]), y ∈ Hx−(x)}.

Il n'est pas di�cile de voir que, comme Ω est strictement convexe à bord C1, on a

W s(w) = {w′ ∈ HΩ | lim
t→+∞

dΩ(πϕt(w), πϕt(w′)) = 0}
W u(w) = {w′ ∈ HΩ | lim

t→−∞
dΩ(πϕt(w), πϕt(w′)) = 0}.

Les sous-espaces stable Es et instable Eu sont les espaces tangents aux variétés stables et
instables. On a clairement que Es ∩ Eu = {0} et donc la décomposition

THΩ = R.X ⊕ Es ⊕ Eu,

qu'on appellera décomposition d'Anosov.

Figure 5. Variétés stable et instable
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On peut dé�nir une norme de Finsler ‖.‖ sur HM de la façon suivante : pour Z =

aX + Zs + Zu ∈ R.X ⊕ Es ⊕ Eu, on pose

(2) ‖Z‖ =
(
a2 + F (dπZs) + F (dπZu)

) 1
2 .

Cette métrique est précisément celle qui a été introduite dans [Cra11], et qui apparaît
naturellement via une décomposition en sous-�brés horizontaux et verticaux. Nous
n'aurons toutefois pas besoin ici de ces notions.
Remarquons qu'en particulier, si Z est un vecteur tangent stable ou instable, c'est-à-dire
Z = Zs ou Z = Zu, on a ‖Zs‖ = F (dπZs) ou ‖Zu‖ = F (dπZu).

Rappelons les deux lemmes suivants, dont les preuves permettront de �xer certaines
notations.

Lemme 3.1. � Soient w ∈ HΩ et Z ∈ TwHΩ un vecteur stable (resp. instable). L'ap-

plication t 7−→ ‖dϕt(Z)‖ est une bijection décroissante (resp. croissante) de (0,+∞) dans

(0,+∞).

Démonstration. � Choisissons une carte adaptée au point w. Notons x = dπ(w) et xt =

πϕt(w), t ∈ R. Supposons que Z est un vecteur stable, tangent à HΩ en w et notons
z = dπ(Z), zt = dπdϕt(Z), t ∈ R. Rappelons que par dé�nition de la norme, on a
‖dϕt(Z)‖ = F (zt). Or,

F (zt) =
|zt|
2

(
1

|xty+
t |

+
1

|xty−t |

)
,

où y+
t et y−t sont les points d'intersection de x+ R.z avec ∂Ω.

Figure 6. Contraction du �ot

Si on considère l'application

ht : y ∈ Hx+(x) 7−→ yt = πϕt(y, [yx+]) = (yx+) ∩Hx+(xt),

on voit que zt est en fait donné par

zt = dht(z) =
|xtx+|
|xx+|

z.
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On obtient ainsi

F (zt) =
|z|

2|xx+|

(
|xtx+|
|xty+

t |
+
|xtx+|
|xty−t |

)
.

Que t 7−→ ‖dϕt(Z)‖ soit strictement décroissante est alors une conséquence directe de
la stricte convexité de Ω. La stricte convexité au point extrémal ϕ+∞(w) de l'orbite de
w entraîne que ‖dϕt(Z)‖ tend vers 0 en +∞. La régularité C1 à l'autre point extrémal
ϕ−∞(w) de l'orbite de w implique limt→−∞ ‖dϕt(Z)‖ = +∞.

Dans le cas où Z est un vecteur instable, on obtient, en gardant les mêmes notations :

F (zt) =
|z|

2|xx−|

(
|xtx−|
|xty+

t |
+
|xtx−|
|xty−t |

)
.

On peut donc appliquer le même raisonnement.

Remarquons ici le corollaire suivant, qui dit que la décroissance et la croissance du
lemme précédent sont contrôlées.

Corollaire 3.2. � Pour tout vecteur Z ∈ THΩ, on a

e−2|t|‖Z‖ 6 ‖dϕt(Z)‖ 6 e2|t|‖Z‖.

Démonstration. � Soient w ∈ HΩ, Zs ∈ Es(w) un vecteur stable et Zu ∈ Eu(w) l'unique
vecteur instable tel que dπZs = dπZu =: z. On a vu, dans la preuve du lemme précédent,
et avec les mêmes notations que, pour tout t ∈ R,

‖dϕtZs‖ =
|z|

2|xx+|

(
|xtx+|
|xty+

t |
+
|xtx+|
|xty−t |

)
,

et

‖dϕtZu‖ =
|z|

2|xx−|

(
|xtx−|
|xty+

t |
+
|xtx−|
|xty−t |

)
.

Ainsi,
‖dϕtZs‖
‖dϕtZu‖

=
|xtx+|
|xtx−|

|xx+|
|xx−|

.

L'égalité dΩ(x, xt) = t implique directement que

|xtx+|
|xtx−|

|xx+|
|xx−|

= e−2t,

et donc

(3)
‖dϕtZs‖
‖dϕtZu‖

= e−2t.

Maintenant, le fait que la fonction t 7→ ‖dϕtZs‖ soit décroissante implique que

lim sup
t→+∞

1

t
ln ‖dϕtZs‖ 6 0;

de même, comme t 7→ ‖dϕtZu‖ est croissante,

lim inf
t→+∞

1

t
ln ‖dϕtZu‖ > 0.

De l'égalité (3), on déduit donc que

lim inf
t→+∞

1

t
ln ‖dϕtZs‖ > −2,
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et

lim sup
t→+∞

1

t
ln ‖dϕtZu‖ 6 2.

Ainsi, on a, pour tout t > 0 et Zs ∈ Es r {0},

e−2|t| 6
‖dϕt(Zs)‖
‖Zs‖

6 1 6
‖dϕt(Zu)‖
‖Zu‖

6 e2|t|.

On obtient le résultat en décomposant un vecteur Z selon Es ⊕ Eu ⊕ R.X.

3.3. Ensemble non errant. � Nous voulons par la suite étudier des propriétés de
récurrence du �ot géodésique. Pour cela, il nous faut regarder l'ensemble des points qui
ne partent pas pour toujours à l'in�ni.
Étant donnée la variété M = Ω/Γ, l'ensemble non errant du �ot géodésique de M est
l'ensemble fermé NW des points w ∈ HM dont l'orbite passe une in�nité de fois dans tout
voisinage ouvert de w, dans le passé et dans le futur. Cet ensemble est naturellement relié
à l'ensemble limite : c'est la projection sur HM de l'ensemble

{w = (x, ξ) ∈ HΩ | x+(w), x−(w) ∈ ΛΓ}.

En particulier, la projection de NW sur M est incluse dans le c÷ur convexe de M ; cela
nous permettra d'utiliser le fait 3 ci-dessous lorsque nous seront confrontés à des variétés
géométriquement �nies.

4. Variétés géométriquement �nies

4.1. Décomposition du c÷ur convexe. � Les variétés géométriquement �nies sont
le contexte de cet article. Des dé�nitions équivalentes de la �nitude géométrique ont été
données dans [CM12]. Rappelons seulement le résultat suivant, essentiel dans le présent
travail :

Fait 3 (Remarque 8.3 de [CM12]). � Soit M = Ω/Γ une variété géométriquement

�nie. Le c÷ur convexe C(M) de M est l'union d'un compact K et d'un nombre �ni de

cusps Ci = (Hi ∩ C(ΛΓ))
Ω
/Pi, 1 6 i 6 l, où Hi est une horoboule basée en un point

pi ∈ ∂Ω, et Pi est le sous-groupe parabolique maximal de Γ �xant pi, soit Pi = StabΓ(pi).

4.2. Cusps asymptotiquement hyperboliques. � Les sous-groupes paraboliques
maximaux qui apparaissent ici sont conjugués à des sous-groupes paraboliques d'i-
sométries hyperboliques ; c'est un des résultats principaux de [CM12] (Théorème 1.6).
Un cas particulier est celui où les sous-groupes paraboliques sont de rang maximal,
c'est-à-dire que leur action sur ∂Ωr {p}, où p est le point �xe du groupe en question, est
cocompacte. Dans ce cas, on a le

Théorème 4.1 (Théorème 7.17 de [CM12]). � Soit P un sous-groupe parabolique

de Aut(Ω), de rang maximal et de point �xe p ∈ ∂Ω. Il existe deux ellipsoïdes P-invariants
E int et Eext tels que
� ∂E int ∩ ∂Eext = ∂E int ∩ ∂Ω = ∂Eext ∩ ∂Ω = {p} ;
� E int ⊂ Ω ⊂ Eext ;
� E int est une horoboule de Eext.
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Anticipons un peu. Pour pouvoir dire quelque chose du �ot géodésique d'une variété
géométriquement �nie, il va nous falloir maîtriser ce qui se passe dans les parties qui
partent à l'in�ni, les cusps Ci. De façon générale, cela ne sera pas possible, comme le
montre le contre-exemple que nous donnons dans la partie 8.1. Toutefois, lorsque les sous-
groupes paraboliques sont de rang maximal, les deux ellipsoïdes du théorème précédent
nous donnent deux métriques hyperboliques dans chaque cusp qui contrôlent la métrique
de Hilbert. Suivant cette idée, nous allons nous restreindre à ces variétés géométriquement
�nies dont nous savons contrôler la métrique de Hilbert dans les cusps :

Dé�nition 4.2. � On dira qu'une variété M = Ω/Γ géométriquement �nie est à cusps

asymptotiquement hyperboliques s'il existe une décomposition du c÷ur convexe C(M) =

K
⊔
t16i6lCi telle que, sur chaque Ci, il existe une métrique hyperbolique hi, ayant les

mêmes géodésiques (non paramétrées) que F et qui soit équivalente à F , c'est-à-dire que,
pour un certain Ci > 1,

1

Ci
hi 6 F 6 Cihi.

Si la condition d'être géométriquement �ni porte sur le groupe Γ, celle d'hyperbolicité
asymptotique des cusps porte sur Ω. Le lemme 4.4 qui suit donne une condition sur le
bord de Ω, inspirée par le théorème précédent, pour que les cusps soient asymptotiquement
hyperboliques. Pour l'énoncer, il nous faut rappeler une

Dé�nition 4.3. � Soient ε ∈ (0, 1], β > 2. On dit qu'une fonction f : U ⊂ Rn −→ R,
dé�nie sur un ouvert U , est
� de classe C1+ε si, pour une certaine constante C > 0,

|f(x)− f(y)| 6 C|x− y|1+ε, x, y ∈ U ;

� β-convexe si, pour une certaine constante C > 0,

|f(x)− f(y)| > C|x− y|β, x, y ∈ U.

On dit que f est de classe C1+ε ou β-convexe en un point x ∈ U si on a les inégalités
précédentes pour tout y dans un voisinage de x.

Lemme 4.4. � Soit M = Ω/Γ une variété géométriquement �nie. Si le bord ∂Ω est de

classe C1+1 et 2-convexe en chaque point parabolique p de ΛΓ, alors la variété M est à

cusps asymptotiquement hyperboliques.

En fait, pour toute constante C > 1, on peut trouver une décomposition

C(M) = K
⊔
t16i6lCi

du c÷ur convexe de M , et, sur chaque Ci, deux métriques hyperboliques hi et h
′
i, telles que

� F , hi et h
′
i ont les mêmes géodésiques, à paramétrisation près ;

�
1

C
hi 6 h′i 6 F 6 hi 6 Ch′i.

Démonstration. � L'hypothèse de régularité de ∂Ω aux points paraboliques nous permet,
pour chaque point parabolique p de ΛΓ de stabilisateur le groupe P = StabΓ(p), de trouver
deux ellipsoïdes E int et Eext tels que
� ∂E int ∩ ∂Eext = ∂E int ∩ ∂Ω = ∂Eext ∩ ∂Ω = {p} ;
� E int ⊂ Ω ⊂ Eext.
� E int est une horoboule de Eext.
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Figure 7. Les ellipsoïdes tangents

Comme les sous-groupes paraboliques de Γ sont conjugués dans SOn,1(R), on peut choisir
ces deux ellipsoïdes de telle façon qu'ils soient P-invariants. Toute horoboule H basée en
p, assez petite, est d'adhérence incluse dans E int. Les ellipsoïdes E int et Eext dé�nissent
sur H deux métriques hyperboliques h′ et h, qui ont les mêmes géodésiques que F (les
droites), et telles que h 6 F 6 h′.
Les ellipsoïdes étant P-invariants, ces métriques le sont aussi et nous obtenons ainsi sur
le quotient H/P deux métriques hyperboliques h′ et h, qui ont les mêmes géodésiques que
F , et telles que h 6 F 6 h′.
De plus, comme E int est une horoboule de Eext, on voit facilement dans le modèle du
demi-plan de Poincaré que, pour toute constante C 6 1, on peut choisir H encore plus
petite pour qu'on ait h′ 6 Ch sur H.
Maintenant, on peut choisir une décomposition C(M) = K

⊔
t16i6lCi du c÷ur convexe,

avec Ci = (Hi ∩ C(ΛΓ))/Pi et Hi assez petite comme ci-dessus, pour parvenir au résultat
voulu.

On a vu que les hypothèses du lemme précédent étaient toujours véri�ées lorsque les
sous-groupes paraboliques maximaux de Γ sont de rang maximal (Théorème 4.1). De
façon générale, les sous-groupes paraboliques étant conjugués dans SOn,1(R), on peut se
poser la :

Question 1. � Soit Γ un sous-groupe discret de Aut(Ω) dont l'action est géométrique-

ment �nie. Existe t-il un ouvert convexe Ω′ sur lequel Γ agit de façon géométriquement

�nie à cusps asymptotiquement hyperboliques ?

Beaucoup de résultats dynamiques ne dépendent pas du convexe que l'on considère et
le résultat précédent permettrait de se ramener à une situation géométrique et dynamique
agréable, qui sera notre propos dans cette article. Par exemple, le spectre des longueurs
ne dépend que du groupe Γ, les longueurs des géodésiques fermées étant données par les
valeurs propres des éléments hyperboliques du groupe.

4.3. Cas particuliers. � Parmi les variétés géométriquement �nies, on peut distinguer
celles qui ont volume �ni, et celles dont le c÷ur convexe est compact.
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Dans [CM12], on a pu voir que les quotients Ω/Γ qui ont volume �ni sont précisément les
variétés géométriquement �nies dont l'ensemble limite est le bord ∂Ω tout entier (c'est le
corollaire 1.5). Remarquons que dans tous les cas, un cusp C d'une variété géométrique-
ment �nie a un volume �ni (voir le théorème 1.2 et plus précisément la partie 8.3 de
[CM12]).
Les variétés convexes cocompactes sont celles dont le c÷ur convexe est compact ; autrement
dit, le quotient Ω/Γ est géométriquement �nie et le groupe Γ ne contient pas d'éléments
paraboliques.

5. Hyperbolicité uniforme du �ot géodésique

Rappelons d'abord quelques dé�nitions.

Dé�nition 5.1. � Soit (W, ‖.‖) une variété lisse de Finsler. Soient ϕt : W −→ W un �ot
de classe C1 engendré par le champ de vecteurs X surW , et V une partie ϕt-invariante de
W . On dit que le �ot ϕt est uniformément hyperbolique sur V s'il existe une décomposition
ϕt-invariante

TW = R.X ⊕ Es ⊕ Eu

du �bré tangent à W en tout point de V , et des constantes a, C > 0 pour lesquelles

‖dϕtZs‖ 6 Ce−at‖Zs‖, ‖dϕ−tZu‖ 6 Ce−at‖Zu‖, Zs ∈ Es, Zu ∈ Eu, t > 0.

Dans le cas où W est une variété compacte, on parle plus souvent de �ot d'Anosov. Les
distributions Es et Eu s'appellent les distributions stables et instables du �ot. Le but de
cette partie est de montrer une telle propriété d'hyperbolicité pour notre �ot géodésique,
restreint à son ensemble non errant.
Dans le cas où la variété M est compacte, l'ensemble non errant est HM tout entier,
et Yves Benoist a déjà prouvé que le �ot géodésique était d'Anosov. Si la variété M est
convexe-cocompacte, c'est-à-dire que son c÷ur convexe est compact, l'ensemble non errant
est lui-même compact, et une preuve similaire fonctionnerait pour prouver l'uniforme
hyperbolicité sur l'ensemble non errant. Nous étendons ce résultat au cas d'une variété
géométriquement �nie à cusps asymptotiquement hyperboliques :

Théorème 5.2. � Soit M = Ω/Γ une variété géométriquement �nie à cusps asympto-

tiquement hyperboliques. Le �ot géodésique est uniformément hyperbolique sur l'ensemble

non errant, de décomposition

THM = R.X ⊕ Es ⊕ Eu.

Nous montrerons le théorème en plusieurs temps. Fixons une fois pour toutes une
décomposition du c÷ur convexe C(M) deM en une partie compacte K et une union �nie
de cusps Ci, 1 6 i 6 l, chacun d'entre eux portant une métrique hi telle que
� F et hi ont les mêmes géodésiques, à paramétrisation près ;

�
1

C
hi 6 F 6 Chi, pour une certaine constante C > 1.

Pour la partie compacte, on se servira du lemme suivant :

Lemme 5.3. � Soient V une partie compacte de HM et T > 0. Il existe un réel 0 <

b(V, T ) < 1 tel que, si ϕt(w) ∈ V pour 0 6 t 6 T , alors, pour tout Z ∈ Es(w),

‖dϕT (Z)‖ 6 b(V, T )‖Z‖.
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Démonstration. � C'est une simple conséquence du lemme 3.1. Notons VT l'ensemble des
w ∈ V tels que ϕt(w) ∈ V pour 0 6 t 6 T et E1 = {Z ∈ Es(w) | w ∈ VT , ‖Z‖ = 1}.
Les ensembles VT et E1 sont compacts. La fonction Z ∈ E1 7−→ ‖dϕT (Z)‖ est continue
et atteint donc son maximum pour un certain vecteur ZM . Le lemme 3.1 nous dit que
‖dϕT (ZM)‖ < 1, d'où le résultat.

Pour les cusps, c'est un peu plus délicat. Choisissons un des cusps Ci, et oublions les
indices : on note C le cusp et h la métrique hyperbolique sur C.

Lemme 5.4. � Pour tout 0 < a < 1, on peut trouver un temps Ta = Ta(C) > 0 tel que,

pour tout w ∈ HC tel que ϕt(w) ∈ HC pour 0 6 t 6 Ta et Z ∈ Es(w), on ait

‖dϕTaZ‖ 6 a‖Z‖.

Avant de montrer ce dernier lemme, voyons d'abord comment en déduire une

Preuve du théorème 5.2. � Rappelons la décomposition du c÷ur convexe en

C(M) = K
⊔
tiCi.

Choisissons un réel 0 < a < 1 et un temps Ta > 0 comme dans le lemme 5.4, et posons

Ka =
⋃

06t6Ta

ϕt(HK).

Pour tout point w de l'ensemble non errant NW, le morceau d'orbite {ϕt(w)}06t6Ta est
inclus soit dans Ka, soit dans un des HCi. Les deux lemmes précédents impliquent alors
que, pour tout Z ∈ Es|NW, on a

‖dϕTaZ‖ 6 A‖Z‖,

avec A = max(a, b(Ka, Ta)) < 1. Ainsi, pour tout t > 0, en posant N =

[
t

Ta

]
, on a

‖dϕt(Z)‖ 6 AN‖dϕt−NTa(Z)‖ 6 ‖dϕ
t−NTa(Z)‖

e
t−NTa
Ta

lnA
e
t
Ta

lnA 6 A−1e−
lnA−1

Ta
t‖Z‖.

Cela prouve la décroissance uniformément hyperbolique sur la distribution stable. On fait
de même pour la distribution instable en considérant ϕ−t.

Le reste de cette partie est consacrée à la preuve du lemme 5.4. Bien entendu, l'idée
est de comparer les �ots géodésiques des métriques F et h sur HC, qui satisfont C−1h 6
F 6 Ch pour une certaine constante C > 1. Comme F et h ont les mêmes géodésiques à
paramétrisation près, le �ot ϕt est en e�et une renormalisation du �ot ϕth de la métrique
h : on a

ϕt(w) = ϕ
α(w,t)
h (w)

pour un certain α(w, t) ∈ R. Bien sûr, cette expression ne fait sens que si ϕs(w) est dans
HC pour tout 0 6 s 6 t. La fonction α est donc dé�nie sur l'ensemble

W = {(w, t) | ϕs(w) ∈ HC, 0 6 s 6 t} ⊂ HC × R.

Soit g la fonction dé�nie sur HC par F = g−1h. C'est une fonction de classe C1, qui prend
ses valeurs dans l'intervalle [ 1

C
, C]. Si Xh est le générateur du �ot géodésique de h, alors

on a X = gXh. On retrouve la fonction α en intégrant g :

α(w, t) =

∫ t

0

g(ϕs(w)) ds;
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la fonction α est donc de classe C1 et satisfait
1

C
t 6 α(w, t) 6 Ct, t > 0.

L'espace tangent à HC se décompose de deux façons, selon que l'on considère le �ot de F
ou de h :

THM = Es ⊕ Eu ⊕ R.X = Es
h ⊕ Eu

h ⊕ R.Xh.

Sur HM , on dispose des métriques ‖.‖ et ‖.‖h associées respectivement à F et h et dé�nies
par la formule (2) via les décompositions précédentes. La métrique ‖.‖h est bien entendu
une métrique riemannienne, qui n'est rien d'autre que la métrique de Sasaki, et pour
laquelle la décomposition THM = Es

h ⊕ Eu
h ⊕ R.Xh est orthogonale. Rappelons que, si

Zs
h ∈ Es

h, alors

‖dϕth(Zs
h)‖ = e−t‖Zs

h‖, t ∈ R,
sous réserve, bien sûr, que Z soit tangent à HC en un point w tel que ϕsh(w) ∈ HC pour
0 6 s 6 t.

Le lemme essentiel est le suivant :

Lemme 5.5. � La distribution Es est, sur HC, incluse dans un cône d'angle θ pour ‖.‖h
autour de la distribution Es

h, avec 0 6 θ = θ(C) < π
2
.

Démonstration. � Il revient au même de montrer qu'il existe θ tel que, pour tout w =

(x, [ξ]) dans HC, la projection dπ(Es(w)) est dans un cône d'angle θ pour h autour de
dπ(Es

h(w)).
De la preuve de la proposition 3.6 de [Cra09], on peut tirer que la projection dπ(Es(w))

coïncide avec l'espace tangent en ξ ∈ TxC à la boule unité tangente de la norme F (x, .) ;
où ξ est le vecteur de norme 1 de [ξ]. La même chose est bien sûr valable pour dπ(Es

h(w))

et la métrique h.

Figure 8. La boule unité de F est coincée entre celles de C−1h et Ch

Or, la boule unité tangente de F est coincée entre les boules de rayon 1
C
et C de h. Cet

encadrement et le fait précédent impliquent l'existence de θ.
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Tout vecteur Zs ∈ Es se décompose en

Zs = Zs
h + Zu

h + ZX
h ∈ Es

h ⊕ Eu
h ⊕ R.Xh.

On déduit du lemme précédent que l'angle entre Zs et sa projection Zs
h sur E

s
h est toujours

inférieur à θ ; de même en ce qui concerne l'angle, pour h, entre dπZs et dπZs
h . D'où le

Corollaire 5.6. � Pour tout vecteur Zs ∈ Es, on a

1

C
‖Zs

h‖h 6 ‖Zs‖ 6 C

cos θ
‖Zs

h‖h

Démonstration. � On a

‖Zs‖ = F (dπZs) 6 Ch(dπZs) 6
C

cos θ
h(dπZs

h) =
C

cos θ
‖Zs

h‖h,

et
‖Zs

h‖h = h(dπZs
h) 6 h(dπZs) 6 CF (dπZs) = C‖Zs‖.

On peut maintenant terminer la

Preuve du lemme 5.4. � Fixons (w, t) ∈ W et un vecteur stable Zs ∈ Es(w), qui se
décompose en

Zs = Zs
h + Zu

h + ZX
h ∈ Es

h.

On a donc

(4) dϕt(Zs) = dϕt(Zs
h) + dϕt(Zu

h ) + dϕt(ZX
h ).

D'autre part, considérons les fonctions ϕ et ϕh dé�nies par

ϕ(w, t) = ϕt(w), ϕh(w, t) = ϕth(w);

les fonctions ϕ et ϕh sont dé�nies, respectivement, sur W et sur l'ensemble

{(w, t) | ϕsh(w) ∈ HC, 0 6 s 6 t}.

On a ainsi ϕ(w, t) = ϕh(w, α(w, t)), d'où

(5) dϕt(Zs) =
∂ϕ

∂w
(w, t)(Zs) =

∂ϕh

∂t

∂α

∂w
(w, t)(Zs) + dϕ

α(w,t)
h (Zs).

L'application
∂ϕh

∂t
a son image dans R.X ; le premier terme ∂ϕh

∂t
∂α
∂w

(w, t)(Zs) de la

dernière expression est donc un vecteur de R.X. Comme dϕth préserve la décomposition
THC = Es

h ⊕ Eu
h ⊕ R.Xh, on déduit de (4) et (5) que

(dϕt(Z))sh = dϕ
α(w,t)
h (Zs

h).

On a alors, d'après le corollaire 5.6,

‖dϕtZs‖ 6 C

cos θ
‖dϕα(w,t)

h (Zs
h)‖h =

C

cos θ
e−α(w,t)‖Zs

h‖h 6
C2

cos θ
e−t‖Zs‖.

Mais on peut écrire
C2

cos θ
e−t = e

−t
(

1− 1
t

ln C2

cos θ

)
.

Aussi, en prenant Ta = ln C2

a cos θ
, on obtient

‖dϕTaZs‖ 6 a‖Zs‖.
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Remarque 5.7. � Dans le lemme 8, on pourrait voir que plus C est proche 1, plus θ(C)

peut être pris proche de 0. Or, dans le cusp C choisi pour la constante C, on a

‖dϕtZs‖ 6 C2

cos θ(C)
e−t‖Zs‖,

pour tout vecteur stable Zs tangent en un point w ∈ HC tel que ϕs(w) ∈ HC, 0 6 s 6 t.
Sous les hypothèses de régularité du lemme 4.4, le cusp peut donc être choisi de telle façon

que la constante
C2

cos θ(C)
soit aussi proche de 1 qu'on le souhaite.

6. Propriétés de récurrence

6.1. Transitivité et mélange topologique. � Le but de cette partie est d'étudier les
propriétés de récurrence du �ot géodésique d'une variété quotient M = Ω/Γ quelconque.
Rappelons qu'un �ot ϕt sur un espace topologique X est dit :
� topologiquement transitif s'il existe une orbite dense ou, de façon équivalente, si pour
tous ouverts U et V de X, il existe T ∈ R tel que ϕT (U) ∩ V 6= ∅ ;

� topologiquement mélangeant si pour tous ouverts U et V de X, il existe T ∈ R tel
que, pour tout t > T , ϕt(U) ∩ V 6= ∅.

Le résultat principal est le suivant.

Proposition 6.1. � Soit M = Ω/Γ, avec Γ non élémentaire. Le �ot géodésique est

topologiquement mélangeant sur son ensemble non errant.

Une orbite périodique du �ot géodésique sur HM se projette sur une géodésique fermée
de M , parcourue dans un sens ou dans l'autre. Or, les géodésiques fermées orientées sont
en bijection avec les classes de conjugaison d'éléments hyperboliques de Γ. La géodésique
fermée orientée dé�nie par un tel γ ∈ Γ est précisément la projection sur M de l'axe
orienté (x−γ x

+
γ ).

À un élément γ ∈ Γ correspond ainsi une unique orbite périodique. Bien sûr, l'orbite
périodique associée à γ−1 se projette sur la même géodésique fermée que celle associée à
γ, mais l'orientation est inversée. Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 6.2. � Soient g et h deux éléments hyperboliques de Aut(Ω) tels que x+
g 6= x−h .

Posons kn = [gn, hn] = gnhng−nh−n. Alors limn→+∞ x
+
kn

= x+
g et limn→+∞ x

−
kn

= x−h .

Corollaire 6.3. � Soit Γ un sous-groupe de Aut(Ω). L'ensemble

{(x+
g , x

−
g ) |g ∈ Γ}

est dense dans (ΛΓ × ΛΓ) r ∆, où ∆ = {(x, x), x ∈ ΛΓ}. Autrement dit, les orbites

périodiques de HM sont denses dans NW.

Démonstration. � Il su�t de se rappeler que l'action de Γ sur ΛΓ est minimale, puisque
ΛΓ est le plus petit fermé Γ-invariant de ∂Ω ; en particulier, l'ensemble des x+

g pour g ∈ Γ

est dense dans ΛΓ. Fixons une métrique riemannienne quelconque sur ∂Ω. Si on prend
un couple (x, y) dans ∂Ω × ∂Ω r ∆, il existe, pour tout ε > 0, des éléments g et h de Γ

tels que x+
g et x−h sont ε-proches de, respectivement, x et y. Le lemme précédent a�rme

alors que pour n assez grand, si kn = [gn, hn] ∈ Γ, les points x+
kn

et x−kn sont 2ε-proches
de, respectivement, x et y.
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On peut maintenant donner une

Preuve de la proposition 6.1. � Prenons U et V deux ouverts de NW. Les orbites péri-
odiques étant denses dans NW, il existe une orbite périodique passant dans U , et une
autre, distincte de la première, passant dans V . Considérons des relevés (xy) et (x′y′)

dans HΩ de ces orbites. Ce sont les axes d'élements γ et γ′ distincts de Γ. Le projeté de
l'orbite (xy′) sur HM est alors une orbite qui rencontre à la fois U et V . Ainsi, il existe
t > 0 tel que ϕt(U) ∩ V 6= ∅ et le �ot est topologiquement transitif.

Comme le �ot est topologiquement transitif, le mélange topologique est équivalent au
fait que le spectre des longueurs des orbites périodiques engendre un sous-groupe dense
de R (exercice 18.3.4 du livre [KH95]). Or, la longueur de l'orbite périodique dé�nie par
l'élément hyperbolique γ ∈ Γ est exactement 1

2
ln λ0(γ)

λn(γ)
, où λ0(γ) et λn(γ) sont le module

de, respectivement, sa plus grande et plus petite valeur propre. Si le groupe engendré par
les longueurs n'était pas dense dans R, il existerait l > 0 tel que pour tout γ ∈ Γ, il existe
kγ ∈ N tel que

(6)
1

2
ln
λ0(γ)

λn(γ)
= kγl.

Quitte à se restreindre au sous-espace projectif engendré par ΛΓ, on peut supposer que
l'action de Γ est irréductible. Comme l'ouvert Ω est strictement convexe, l'action de Γ

sur l'espace vectoriel Rn+1 est en fait fortement irréductible, c'est-à dire que l'action de
tout sous-groupe d'indice �ni de Γ sur Rn+1 est encore irréductible (voir le paragraphe
suivant la dé�nition 4.4 de [CM12]). L'adhérence de Zariski G de Γ est donc un groupe
semi-simple d'après le théorème 6.5. Le théorème 6.4 qui suit implique que la relation (6)
ne peut être véri�ée pour tout γ ∈ Γ.

Le théorème permettant de conclure la preuve est dû à Yves Benoist dans [Ben00b].
Rappelons-en ici un énoncé dans notre contexte particulier.
SoitG un sous-groupe de Lie semi-simple de SLn+1(R). À tout élément g deG, on associe le
vecteur ln(g) = (lnλ0(g), · · · , lnλn(g)) ∈ Rn+1, où λ0(g) > λ1(g) > · · · > λn(g) désignent
les modules des valeurs propres de g. Pour un sous-groupe Γ de G, on note ln Γ l'ensemble
des ln γ pour γ ∈ Γ. Le résultat est le suivant :

Théorème 6.4 (Yves Benoist, [Ben00b]). � Soient G un sous-groupe de Lie semi-

simple de SLn+1(R) et Γ un sous-groupe de G. Si Γ est Zariski-dense dans G, alors le

sous-groupe engendré par ln Γ est dense dans le sous-espace vectoriel de Rn+1 engendré

par lnG.

L'autre résultat qu'on a utilisé était le :

Théorème 6.5 (Yves Benoist, [Ben00a] Proposition 3.1 et la remarque qui suit

sa démonstration)

Soit Γ un sous-groupe discret de SLn+1(R) préservant Ω. Si Γ est fortement irréductible

alors l'adhérence de Zariski G de Γ est un groupe de Lie semi-simple de SLn+1(R).

6.2. Lemme de fermeture et conséquences. � Nous rappelons ici un résultat clas-
sique pour les �ots d'Anosov et une de ses conséquences, qui nous servira dans la partie
suivante. On trouve dans un article d'Yves Coudene et Barbara Schapira [CS10] une
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preuve de ces deux résultats dans le cadre de la courbure négative (ou nulle), qui s'adapte
sans changement aucun. On pourra aussi consulter [Ebe96] en ce qui concerne le lemme
de fermeture :

Lemme 6.6 (Appendice de [CS10], Proposition 4.5.15 de [Ebe96])
SoientM = Ω/Γ une variété quotient, avec Γ non élémentaire, et K une partie compacte

de HM . Fixons ε > 0.

Il existe δ > 0 et T > 0 tels que, si w ∈ K satisfait d(w,ϕt(w)) < δ pour un certain

t > T , alors il existe un point w′ ∈ HM tel que

� w′ est périodique de période t′ ∈ (t− ε, t+ ε) ;

� pour tout 0 < s < min{t, t′}, d(ϕs(w), ϕs(w′)) < ε.

En version courte, cela signi�e que si un point revient assez proche de sa position
d'origine après un temps t, alors il existe une orbite périodique qui suit son orbite pendant
le temps t, et ce en restant aussi proche qu'on le veut.

Prenons une variété quotient M = Ω/Γ, avec Γ non élémentaire. NotonsM l'ensemble
des mesures de probabilité sur NW invariantes par le �ot, qu'on munit de la convergence
étroite des mesures : une suite (ηn) deM converge vers η si, pour toute fonction f con-
tinue sur NW,

∫
f dηn converge vers

∫
f dη. L'ensembleM est un convexe dont les points

extrémaux sont les mesures ergodiques. Parmi les mesures ergodiques, on peut distinguer
le sous-ensemble MPer constitué des mesures de Lebesgue portées par les orbites péri-
odiques. Coudene et Schapira ont remarqué que le lemme de fermeture impliquait la

Proposition 6.7 (Corollaire 2.3 de [CS10]). � Soit M = Ω/Γ une variété quotient,

avec Γ non élémentaire. L'enveloppe convexe deMPer est dense dansM.

7. Régularité du bord

Dé�nition 7.1. � On dira qu'un point w = (x, [ξ]) ∈ HΩ, ou le rayon géodésique
{πϕt(w)}t>0 qu'il dé�nit, est hyperbolique si, pour tout vecteur stable Zs ∈ Es(w), on a

lim sup
t→+∞

1

t
ln ‖dϕtZs‖ < 0.

Si w est un point hyperbolique, il existe alors χ > 0 tel que, pour tout vecteur stable
Zs ∈ Es(w),

lim sup
t→+∞

1

t
ln ‖dϕtZs‖ 6 −χ.

Pour tout w ∈ HΩ, on notera χ(w) > 0 le plus grand des réels χ qui véri�e l'inégalité
précédente pour tout vecteur Zs ∈ Es(w) ; autrement dit,

χ(w) = inf
Zs∈Es(w)

lim inf
t→+∞

−1

t
ln ‖dϕtZs‖.

Le point w est donc hyperbolique si et seulement si χ(w) > 0.

En fait, on peut facilement caractériser les points de HΩ qui sont hyperboliques, et
même déterminer χ(w), selon la régularité du bord ∂Ω au point extrémal x+ du rayon
dé�ni par w.

MAILTO:MICKAEL.CRAMPON@USACH.CL
MAILTO:LUDOVIC.MARQUIS@UNIV-RENNES1.FR


LE FLOT GÉODÉSIQUE EN GÉOMÉTRIE DE HILBERT 25

Proposition 7.2. � Un point w ∈ HΩ est hyperbolique, de coe�cient χ(w) > 0, si et

seulement si ∂Ω est de classe C1+ε en x+, pour tout 0 < ε <

(
2

χ(w)
− 1

)−1

.

Démonstration. � Reprenons les notations du lemme 3.1 : on a choisi une carte adpatée
au point w ∈ HΩ, Z est un vecteur stable tangent à HΩ au point w, et z = dπ(Z), zt =

(dπdϕtZ). Tout se passe dans un plan et on peut donc supposer qu'on est en dimension
2. On a vu durant la démonstration du lemme 3.1 que

‖dϕt(Z)‖ = F (zt) =
|z|

2|xx+|

(
|xtx+|
|xty+

t |
+
|xtx+|
|xty−t |

)
.

Ainsi, le rayon géodésique dé�ni par w est hyperbolique si et seulement si

lim inf
t→+∞

1

t
ln

(
|xtx+|
|xty+

t |
+
|xtx+|
|xty−t |

)
< 0;

autrement dit si et seulement s'il existe χ,C > 0 tels que pour t > 0,

|xtx+|
|xty+

t |
+
|xtx+|
|xty−t |

< Ce−χt,

soit
|xtx+|
|xty+

t |
< Ce−χt et

|xtx+|
|xty−t |

< Ce−χt.

Mais de l'égalité dΩ(x, xt) = t = 1
2

ln[x+x−xxt], on tire

|xtx+| = e−2t |xtx−|
|xx−|

|xx+|,

et donc il existe une constante C0 > 1 pour laquelle

1

C0

e−2t 6 |xtx+| 6 C0e
−2t.

Ainsi, le rayon géodésique dé�ni par w est hyperbolique si et seulement s'il existe
χ,D > 0 tels que pour t > 0,

|xtx+|
|xty+

t |
< D|xtx+|

χ
2 et

|xtx+|
|xty−t |

< D|xtx+|
χ
2 ,

soit

|xtx+|1−
χ
2 < D|xty+

t | et |xtx+|1−
χ
2 < D|xty−t |.

Appellons f : Tx+∂Ω 7−→ R le graphe de ∂Ω, de telle façon que

|xtx+| = f(|xty+
t |) = f(−|xty−t |).

La condition précédente est alors équivalente à : pour tout s (assez petit),

f(s) < Ds
1

1−χ/2 ;

autrement dit, f est C1+ε avec ε =
1

2
χ
− 1

.

Cette proposition et le théorème 5.2 entraînent le
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Corollaire 7.3. � Supposons que Ω admette une action géométriquement �nie à cusps

asymptotiquement hyperboliques d'un sous-groupe discret Γ de Aut(Ω). Alors il existe ε > 0

tel que le bord ∂Ω de Ω soit de classe C1+ε en tout point de ΛΓ.

En particulier, si Ω admet une action de covolume �ni, alors le bord ∂Ω de Ω est de classe

C1+ε pour un certain ε > 0.

7.1. Régularité optimale du bord. � Soit Γ un sous-groupe discret de Aut(Ω).
Notons

(7) ε(ΛΓ) = sup{ε ∈ [0, 1], le bord ∂Ω est C1+ε en tout point de ΛΓ}.

Pour tout élément hyperbolique γ ∈ Γ, notons

ε(γ) = sup{ε ∈ [0, 1], le bord ∂Ω est C1+ε en x+
γ },

et ε(Γ) = inf{ε(γ), γ ∈ Γ hyperbolique}. Le bord ∂Ω est ainsi de classe C1+ε(Γ) en tout
point �xe d'un élément hyperbolique de Γ. Rappelons-nous que l'ensemble des points
�xes d'élements hyperboliques de γ est dense dans ΛΓ, dès que Γ n'est pas élémentaire ;
on pourrait donc s'attendre au théorème qui suit, qui est toutefois faux en général.

Théorème 7.4. � Supposons que Ω admette une action géométriquement �nie à cusps

asymptotiquement hyperboliques Γ d'un sous-groupe discret Γ de Aut(Ω). Alors

ε(ΛΓ) = ε(Γ).

Dans le cas où le groupe Γ est cocompact, l'ensemble limite ΛΓ est tout le bord ∂Ω

et ce résultat a déjà été prouvé par Olivier Guichard. Nous allons donner ici une toute
autre preuve. Toutefois, remarquons que la méthode de Guichard est plus précise car
elle permet de prouver que le supremum dans la dé�nition (7) est en fait un maximum,
c'est-à-dire que ∂Ω est exactement C1+ε(Γ) (et pas plus, sauf si Ω est un ellipsoïde).
Remarquons que l'hypothèse faite sur les cusps est essentielle. En e�et, il est possible de
faire en sorte que la régularité en un point parabolique soit aussi mauvaise que l'on veut
car lorsque le groupe parabolique n'est pas de rang maximal, il n'impose la régularité
du bord au point �xe que dans certaines directions. On consultera la partie 8.1 à ce propos.

Notre preuve repose sur une approche dynamique et en particulier sur l'extension d'un
résultat de Ursula Hamenstädt concernant le �meilleur� coe�cient de contraction du �ot
géodésique [Ham94]. Au vu de la proposition 7.2, cette approche est en fait totalement
naturelle. Dans toute la suite, nous supposerons que Γ est sans torsion, ce qui ne change
rien d'après le lemme de Selberg, et nous étudierons plus en détail le �ot géodésique de
M = Ω/Γ.

Rappelons que l'ensemble non errant NW du �ot géodésique sur HM est la projection
sur HM de l'ensemble

{w = (x, ξ) ∈ HΩ | x+, x− ∈ ΛΓ}.
Notons χ(NW) la meilleure constante d'hyperbolicité du �ot géodésique sur l'ensemble non
errant ; autrement dit, χ(NW) est le supremum des réels χ > 0 tels qu'il existe C > 0 tel
que, pour tout w ∈ NW et tous Zs ∈ Es(w), Zu ∈ Eu(w), on ait

‖dϕt(Zs)‖ 6 Ce−χt‖Zs‖, ‖dϕ−t(Zu)‖ 6 Ce−χt‖Zu‖, t > 0.
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On a en fait

χ(NW) = inf
w∈NW

χ(w).

On a déjà vu que les points périodiques formaient un ensemble Per dense dans NW.
Notons

χ(Per) = inf{χ(w) | w ∈ NW périodique}.
Le résultat, inspiré de celui d'Hamenstädt, est le suivant :

Théorème 7.5. � Soit M = Ω/Γ une variété géométriquement �nie à cusps asympto-

tiquement hyperboliques. On a

χ(NW) = χ(Per).

Voyons tout de suite comment ce dernier résultat implique directement le théorème
7.4. Rappelons que l'ensemble des orbites périodiques est en bijection avec les classes de
conjugaison d'éléments hyperboliques de Γ : si γ ∈ Γ est hyperbolique, la projection de la
géodésique orientée (x−γ x

+
γ ) sur HM est une orbite périodique du �ot géodésique, qu'on

note encore γ. Associé à cette orbite γ, on dispose du plus petit coe�cient de contraction :

χ(γ) := inf
Zs∈Es(w)

lim inf
t→+∞

−1

t
ln ‖dϕtZs‖ = χ(w),

où w est un point quelconque de l'orbite γ. L'égalité principale est la suivante, qui découle
de la proposition 7.2 :

(8) ε(Γ) =
1

2
χ(Per)

− 1
.

Il s'avère qu'on peut exprimer χ(γ) en fonction des valeurs propres de γ, comme l'a�rme
le lemme suivant, montré dans [Ben04] ou dans [Cra09] :

Lemme 7.6. � Soit γ ∈ Aut(Ω) un élément hyperbolique. Notons λ0(γ) > λ1(γ) > · · · >
λn(γ) > 0 les modules de ses valeurs propres, comptées avec multiplicité. Alors

χ(γ) = 2

(
1− lnλ0(γ)− lnλn−1(γ)

lnλ0(γ)− lnλn(γ)

)
.

Ce lemme permet d'obtenir le

Corollaire 7.7. � Pour toute variété quotient M = Ω/Γ, on a χ(Per) 6 1. De plus, si

χ(Per) = 1, alors Γ n'est pas Zariski-dense dans SLn+1(R).

Démonstration. � En gardant les notations du lemme, on voit que si γ ∈ Aut(Ω) est
hyperbolique, alors

χ(γ−1) = 2

(
1− lnλ1(γ)− lnλd(γ)

lnλ0(γ)− lnλn(γ)

)
.

Ainsi,

χ(γ) + χ(γ−1) = 2

(
1− lnλ1(γ)− lnλn−1(γ)

lnλ0(γ)− lnλn(γ)

)
6 2.

Cela implique que soit χ(γ) 6 1 soit χ(γ−1) 6 1, et donc que

χ(Per) = inf{χ(γ) | γ ∈ Γ hyperbolique} 6 1.
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Maintenant, supposons que χ(Per) = 1, autrement dit que χ(γ) = 1 pour tout élément
γ ∈ Γ hyperbolique. D'après le lemme précédent, cela veut dire que, pour tout élément
γ ∈ Γ hyperbolique,

2

(
1− lnλ0(γ)− lnλ1(γ)

lnλ0(γ)− lnλn(γ)

)
= 1,

soit
lnλ0(γ) + lnλn(γ)− 2 lnλ1(γ) = 0.

En particulier, l'ensemble ln(Γ) n'engendre pas tout l'espace

ln(SLn+1(R)) = {x = (x0, · · · , xn) ∈ Rn+1,

n∑
i=0

xi = 0}.

D'après le théorème 6.4, cela implique que Γ n'est pas Zariski-dense dans SLn+1(R).

On peut maintenant donner une

Preuve du théorème 7.4. � D'après l'égalité (8), on a

ε(γ) = min

(
2,

1
2

χ(γ)
− 1

)
,

et donc, via le corollaire 7.7, que

ε(Γ) =
1

2
χ(Per)

− 1
.

De même, on a

ε(ΛΓ) =
1

2
χ(NW)

− 1
.

Le théorème 7.5 implique
ε(ΛΓ) = ε(Γ).

7.2. Conséquences. � La régularité optimale du bord aux points de ΛΓ se lit donc
sur les valeurs propres des éléments de Γ :

Théorème 7.8. � Supposons que Ω admette une action géométriquement �nie à cusps

asymptotiquement hyperboliques d'un sous-groupe discret Γ de Aut(Ω). Alors

ε(ΛΓ) = inf

{
lnλn−1(γ)− lnλn(γ)

lnλ0(γ)− lnλn−1(γ)
, γ ∈ Γ hyperbolique

}
.

Démonstration. � C'est un simple calcul à partir de l'égalité

ε(ΛΓ) =
1

2
χ(Per)

− 1
.

Les corollaires ci-dessous sont sûrement plus parlants, et étendent le résultat de rigidité
de Benoist concernant la régularité des convexes divisibles (Proposition 6.1 de [Ben04]).
Il repose sur le résultat suivant, cas particulier du théorème 1.7 de [CM12] :

Théorème 7.9. � Soit Γ un sous-groupe discret de Aut(Ω). Si Γ agit de façon

géométriquement �nie sur Ω et contient un élément parabolique, alors son adhérence

de Zariski est soit SLn+1(R) tout entier, soit conjuguée à SOn,1(R).
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Corollaire 7.10. � Supposons que Ω admette une action géométriquement �nie d'un

sous-groupe discret Γ de Aut(Ω) qui contienne un élément parabolique. Si le bord ∂Ω est

de classe C1+ε pour tout 0 < ε < 1 en tout point de ΛΓ, alors Γ est conjugué à un

sous-groupe de SOn,1(R).

Démonstration. � Les hypothèses impliquent en particulier que ε(Γ) = 1, soit χ(Per) =

1. Le corollaire 7.7 implique que Γ n'est pas Zariski-dense dans SLn+1(R). D'après le
théorème précédent, Γ est Zariski-dense dans un conjugué de SOn,1(R).

Un cas particulier est le suivant, où l'on obtient une vraie rigidité :

Corollaire 7.11. � Si Ω admet un quotient de volume �ni, alors le bord ∂Ω est de classe

C1+ε pour tout 0 < ε < 1 si et seulement si Ω est un ellipsoïde.

7.3. Preuve du théorème 7.5. � Cette démonstration, largement inspirée de
[Ham94], est assez technique. En voici d'abord le schéma, qui repousse la partie la plus
délicate, incluse dans le lemme 7.12, à la suite.

Démonstration. � Notons pour simpli�er χ = χ(Per). Cela veut dire que pour tout
ε > 0 et point w ∈ NW périodique, il existe une constante Cε(w) telle que, pour tout
vecteur tangent stable Z en w, on ait

‖dϕtZ‖ 6 Cε(w)e−(χ−ε)t‖Z‖.

Considérons l'ensemble

AT,ε =

{
w ∈ NW | ∀Z ∈ Es(w),

‖dϕTZ‖
‖Z‖

6 e−(χ−ε)T
}
.

Un point w n'est pas dans AT,ε s'il existe un vecteur stable en w qui est contracté par ϕT

avec un exposant inférieur à χ− ε. En particulier, à ε �xé, pour tout point w périodique,
il existe un temps T (w) tel que pour tout t > T (w), w ∈ At,ε. On va montrer qu'en fait
l'orbite de tout point w ∈ NW sous ϕT passe �la plupart du temps� dans AT,ε si T est assez
grand. Pour cela on pose

Nn,T,ε =
1

n

n−1∑
i=0

1AT,ε(ϕ
iTw).

Nn,T,ε compte la proportion des n premiers points de l'orbite de w sous ϕT qui sont dans
AT,ε. Le résultat principal est le suivant :

Lemme 7.12. � Pour tous ε, δ > 0, il existe T = T (ε, δ) et N = N(T ) tels que, pour

n > N et w ∈ NW,

Nn,T,ε(w) > 1− δ.

Le théorème découle aisément de ce lemme. En e�et, pour tous w ∈ NW et Z ∈ Es(w),
on a

‖dϕnTZ‖
‖Z‖

6
n−1∏
i=0

‖dϕ(i+1)TZ‖
‖dϕiTZ‖

6
∏

06i6n−1, ϕiTw∈At,ε

‖dϕ(i+1)TZ‖
‖dϕiTZ‖

∏
06i6n−1, ϕiTw 6∈At,ε

‖dϕ(i+1)TZ‖
‖dϕiTZ‖

6 e−(χ−ε)Nn,T,ε(w)nT e−a(1−Nn,T,ε(w))nT .
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Si maintenant, à ε et δ �xé, on prend T > T (ε, δ) et n > N(T ), on obtient, pour tout
Z ∈ Es :

‖dϕnTZ‖
‖Z‖

6 e−(χ−ε)(1−δ)nT e−aδnT = e−(χ−ε−((χ−ε)−a)δ)nT .

En prenant δ tel que ((χ− ε)− a)δ 6 ε, cela donne

‖dϕnTZ‖
‖Z‖

6 e−(χ−2ε)nT .

On en conclut qu'il existe une constante C telle que pour tous Z ∈ Es et t > 0,

‖dϕtZ‖
‖Z‖

6 Ce−(χ−2ε)t.

C'est gagné, puisque ε est arbitrairement petit.

Nous allons ici nous servir de la proposition 6.7 pour attaquer la partie technique : le
lemme 7.12. On dé�nit pour k ∈ N et x ∈ NW,

Qk(w) = inf{− 1

2k
ln
‖dϕ2kZ‖
‖Z‖

, Z ∈ Es(w)}.

Comme le �ot est uniformément hyperbolique, Qk est > 0 et majoré, indépendamment
de k. Posons alors

Fk,ε = max{0, (χ− ε)−Qk}.
Ainsi, Fk,ε(w) > 0 s'il y a un vecteur stable en w qui est contracté avec un exposant
inférieur à χ− ε. Autrement dit, Fk,ε(w) > 0 si et seulement si w 6∈ A2k,ε.

Les fonctions Qk et Fk,ε sont toutes deux positives, continues sur NW, et majorées in-
dépendamment de k. Le premier lemme est le suivant :

Lemme 7.13. � Soit ε > 0. Pour k assez grand, la fonction Fk,ε est à support compact

sur NW.

Démonstration. � Rappelons-nous que le coeur convexe C(M) de M se décompose en
une partie compacte K et un nombre �ni de cusps Ci, 1 6 i 6 l asymptotiquement
hyperboliques. On a montré (voir la remarque 5.7) que pour tout point w ∈ HM tel que
ϕs(w) ∈ HCi, 0 6 s 6 t, on avait

‖dϕtZs‖ 6Me−t‖Zs‖, Zs ∈ Es(w),

pour une certaine constante M > 0. Ainsi, pour tout δ > 0, il existe Tδ tel que pour
t > Tδ, on ait, pour tout point w ∈ HM tel que ϕs(w) ∈ HCi, 0 6 s 6 t,

‖dϕtZs‖ 6 e−(1−δ)t‖Zs‖, Zs ∈ Es(w).

Comme d'après le corollaire 7.7, on a toujours χ 6 1, on peut prendre δ = 1− 1+χ−ε
2

et k
tel que 2k > Tδ. On obtient alors que, pour tout point w ∈ HM tel que ϕs(w) ∈ HCi, 0 6
s 6 2k,

‖dϕtZs‖ 6 e−
1+χ−ε

2
t‖Zs‖, Zs ∈ Es(w).

En particulier, Fk,ε = 0 sur l'ensemble

{w ∈ NW | ϕs(w) ∈ HCi, 0 6 s 6 t},
dont le complémentaire dans NW est compact. La fonction Fk,ε est donc à support compact
pour k assez grand.

MAILTO:MICKAEL.CRAMPON@USACH.CL
MAILTO:LUDOVIC.MARQUIS@UNIV-RENNES1.FR


LE FLOT GÉODÉSIQUE EN GÉOMÉTRIE DE HILBERT 31

Lemme 7.14. � Pour tous ε, δ > 0, il existe k(ε, δ) tel que pour tout k > k(ε, δ) et tout

η ∈M, ∫
Fk,ε dη < δ.

Démonstration. � Fixons ε > 0, et choisissons k assez grand pour que la fonction Fk,ε
soit à support compact S sur NW. Notons M l'espace vectoriel des mesures de Radon
signées sur NW, muni de la topologie de la convergence étroite des mesures. Si A est un
compact de NW et m > 0, l'ensemble des mesures de M à support dans A et de masse
totale 6 m est compact pour cette topologie. En particulier, en notant, pour η ∈M, ηS
la mesure dé�nie par

ηS(B) = η(S ∩B), B Borélien de NW,

l'ensemble
M(S) = {ηS, η ∈M}

est un ensemble compact.

On dé�nit une forme linéaire sur M par

Ψk : η ∈M 7−→
∫
Fk,ε dη ∈ R.

Remarquons tout de suite que Ψk(η) = Ψk(ηS) pour toute mesure η ∈ M. La forme
linéaire Ψk est positive et continue, et surtout la suite (Ψk) est uniformément bornée :
pour tout k,

‖Ψk‖ = sup
‖η‖61

|Ψk(η)| 6 ‖Fk,ε‖∞ < +∞.

On munit l'espace M′ des formes linéaires continues sur M de la topologie ∗-faible : une
suite (Φn) de M′ converge vers Φ si pour toute mesure η ∈M, (Φn(η)) converge vers Φ(η).
Pour cette topologie, les ensembles bornés sont relativement compacts. En particulier,
on peut supposer, quitte à extraire une sous-suite, que la suite (Ψk) converge vers Ψ ∈M′.

Notons C(MPer) l'enveloppe convexe de l'ensembleMPer des mesures portées par les
orbites périodiques. Si η ∈ C(MPer), on a, par construction, Ψ(η) = 0. Par densité de
C(MPer) dansM (proposition 6.7) et continuité de Ψ, on en déduit que Ψ = 0 surM.
Maintenant, il est facile de remarquer que

Qk+1 =
1

2
(Qk ◦ ϕ2k +Qk).

Cela entraîne que, si η ∈M, la suite (Ψk(η)) est décroissante.

Ainsi, la suite de fonctions Ψk : M −→ R converge en décroissant vers 0. L'ensemble
M(S) étant compact et puisque Ψk(η) = Ψk(ηS) pour tout η ∈ M, le théorème de Dini
entraîne que la convergence de (Ψk) vers 0 est uniforme surM(S) donc surM. Autrement
dit, pour tout δ > 0, il existe k(ε, δ) tel que pour k > k(ε, δ) et η ∈M,

Ψk(η) =

∫
Fk,ε dη 6 δ.

On peut maintenant démontrer le lemme 7.12 ; il faut couper les ε en 4.
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Preuve du lemme 7.12. � Soit ε > 0. En vertu du corollaire 3.2, il existe un r = r(ε) > 0

tel que, pour tout −r/2 < t < r/2 et tout Z ∈ Es,

‖dϕtZ‖
‖Z‖

> e−
ε
4 .

Ainsi, pour tout T > 1 et −r/2 < t < r/2,

‖dϕT+tZ‖
‖Z‖

> e−
ε
4
‖dϕTZ‖
‖Z‖

.

Par conséquent, si w 6∈ AT,ε, alors, pour tout −r/2 < t < r/2 et tout Z ∈ Es(w),

‖dϕtwϕTZ‖
‖Z‖

=
‖dwϕT+tdϕtwϕ

−tZ‖
‖dϕtwϕ−tZ‖

‖dϕtwϕ−tZ‖
‖Z‖

> e−
ε
4 e(χ−ε)T e−

ε
4 > e−(χ−ε/2)T .

Autrement dit, si w 6∈ AT,ε pour un T > 1, alors ϕt(w) 6∈ AT,ε/2 pour tout −r/2 < t < r/2.

Fixons pour la suite ε > 0 et r = r(ε) comme ci-dessus. Choisissons δ > 0 et T = 2k

avec k > k( ε
4
, δ ε

4
r) donné par le lemme précédent. On a donc, pour toute mesure invariante

η, ∫
Fk,ε/4 dη < δ

ε

4
r.

On procède par l'absurde en supposant qu'il existe un point w ∈ NW et une suite (nj)j∈N
telle que Nnj ,ε,T (x) 6 1−δ. À chaque fois qu'un point ϕiT (w), i ∈ N, de l'orbite de w sous
ϕT n'est pas dans AT,ε, alors ϕt+iT (w) n'est pas dans AT,ε/2 pour tout −r/2 < t < r/2 ;
et donc Fk,ε/4(ϕtw) > ε

4
.

Or, parmi les points ϕiT (w), 0 6 i 6 nj de l'orbite de w sous ϕT , il y en a Nnj ,ε,T (w)nj
qui sont dans AT,ε ; cela implique qu'entre les instants 0 et njT , l'orbite de w n'est pas
dans AT,ε pendant au moins le temps Nnj ,ε,T (w)njδ. Autrement dit,

1

njT

∫ njT

0

Fk,ε/4(ϕtw) dt >
1

njT

∫ njT

0

Fk,ε/4(ϕtw)(1− 1AT,ε/2(ϕtw)) dt > δ
ε

4
r.

On dé�nit la suite de mesures (ηj)j∈N de probabilités par∫
f dηj =

1

njT

∫ njT

0

f(ϕt(w)) dt, f ∈ C(NW).

Toute valeur d'adhérence η de la suite (ηj) véri�e∫
Fk,ε/4 dη > δ

ε

4
r.

Or, une telle mesure η est nécessairement invariante par le �ot, et cela contredit le choix
de k.

8. Quelques exemples

8.1. Un exemple où le �ot géodésique n'est pas uniformément hyperbolique.

� On va construire un exemple �dégénéré� où le �ot géodésique a un exposant de
Lyapunov nul. Pour cela, on considère un certain groupe fuchsien Γ qui contient un
parabolique, et on le fait agir de façon canonique sur H3 ; on construit alors un nouvel
ouvert convexe Γ-invariant dont le bord n'est de classe C1+ε en aucun point parabolique,
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pour tout ε > 0. D'après la proposition 7.2, toute orbite ultimement incluse dans le cusp
aura un exposant de Lyapunov nul.
Le groupe Γ ici présenté n'est donc pas irréductible sur P3 mais il est sans doute possible
de le déformer par pliage, tout en préservant les propriétés de régularité que l'on désirait.
Le résultat s'énonce ainsi :

Proposition 8.1. � Il existe un ouvert proprement convexe Ω de P3, strictement convexe

à bord C1, et un sous-groupe discret Γ de Aut(Ω) tels que

� l'action de Γ sur Ω soit géométriquement �nie mais non convexe-cocompacte ;

� le bord ∂Ω de Ω n'est pas de classe C1+ε aux points paraboliques de ΛΓ, pour tout

ε > 0.

En particulier, le �ot géodésique sur la variété quotient Ω/Γ a un exposant de Lyapunov

nul ; il n'est donc pas uniformément hyperbolique.

Démonstration. � Soient Σ le tore à 1 trou et Γ son groupe fondamental ; Γ est un
groupe libre à 2 générateurs. On munit Σ d'une structure hyperbolique de volume �ni de
la façon suivante : on se donne un carré idéal P de H2 et on identi�e les côtés opposés
de ce carré à l'aide de deux éléments hyperboliques γ et δ. Ainsi le domaine fondamental
pour l'action de Γ sur H2 est le carré idéal en question. Pour simpli�er la discussion, on
choisit ce carré idéal de telle façon qu'il ait un groupe diédral d'ordre 8 de symétrie.

À présent, on plonge Γ dans SO3,1(R) de façon canonique. Ainsi, Γ agit sur l'espace
hyperbolique H3 de dimension 3. L'ensemble limite de Γ sur H3 est un cercle, intersection
d'un plan projectif Π et de ∂H3.
Le groupe Γ préserve le plan Π et le point M intersection des hyperplans tangents à ∂H3

en ΛΓ = Π ∩ ∂H3. L'ouvert convexe Ω∞ obtenu en prenant la réunion des deux cônes de
bases Π∩H3 et de sommetM est préservé par Γ et par SO2,1(R). Un domaine fondamental
D pour l'action de Γ sur Ω∞ est la réunion des deux cônes de base P et de sommet M .
Nous allons construire une partie convexe D1 de D telle que la réunion

⋃
γ∈Γ

γ(D1) nous

donne l'ouvert convexe Ω désiré.

On note p, q, r, s les sommets de P , γ l'élément qui identi�e [pq] avec [sr] et δ celui qui
identi�e [rq] avec [sp] (voir la �gure 10) ; le groupe Γ est engendré par ces deux éléments
γ et δ. On appelle Πp,q (resp. Πq,s, ...) le plan contenant p, q (resp. q, s, ...) et M .
On commence par s'intéresser à l'intersection de Ω∞ avec le plan Πp,q engendré par p, q
et M . On choisit une première courbe Cp,q qui joint p à q puis q à p et qui
� est incluse dans la face de D contenant [pq], c'est-à-dire Πp,q ∩D ;
� est strictement convexe et de classe C1 ;
� n'est pas de classe C1+ε en p et q pour aucun ε > 0.

On peut remarquer au passage que cette courbe est, par la dernière propriété, incluse
dans H3 au voisinage de p et q. On utilise à présent les symétries du groupe Γ (i.e celle de
P ) pour copier cette courbe et obtenir des courbes Cp,s, Cr,q et Cs,r joignant {p, s}, {r, q}
et {s, r}.
Nous allons �relier� ces courbes pour construire le bord de D1 (qu'on appellera le dôme).
Pour simpli�er la discussion, il est bon de remarquer que cet ensemble de courbes admet le
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Figure 9. Domaines fondamentaux

même groupe de symétrie que le carré idéal de départ, à savoir un groupe diédral d'ordre 8.

Soit γR (resp. δR) le groupe à 1-paramètre engendré par γ (resp. δ). Les orbites d'un
point de Ω∞rΠ sous γR sont des demi-ellipses d'extrémités γ− et γ+ ; de même pour δR.
Le domaine fondamental D privé de Πp,r ∪ Πq,s possède 4 composantes connexes Dδ− ,
Dγ− , Dδ+ et Dγ+ , naturellement étiquetées par δ−, γ−, δ+, γ+. L'orbite de Cp,q sous γR est
une surface convexe (1) Sp,q, qui contient Cs,r. De même, en considérant l'orbite de Cr,q sous
δR, on obtient une surface convexe Sr,q. Soit S la surface obtenue comme la réunion

S = (Dδ− ∩ Sr,q) ∪ (Dγ− ∩ Sp,q) ∪ (Dδ+ ∩ Sr,q) ∪ (Dγ+ ∩ Sp,q).
La surface S possède encore un groupe diédral d'ordre 8 de symétrie.

Figure 10. Les courbes et le dôme

Appelons D0 l'adhérence dans D de l'enveloppe convexe de la surface S. L'ensemble
D0 est convexe, inclus dans H3. La réunion Ω0 =

⋃
γ∈Γ

γ(D0) est un ouvert proprement

convexe. En e�et, γ(D0) ∪ D0 est encore convexe puisque, par construction, les surfaces

1. On dit qu'une hypersurface de Pn est convexe si elle est une partie du bord d'un convexe de Pn.
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Sp,q et γ(Sp,q) se recollent pour donner une surface convexe ; bien sûr, le même chose est
valable pour δ ; le résultat pour Γ s'en déduit à l'aide d'une récurrence sur la longueur
d'un élément pour la métrique des mots de Γ.
L'ouvert proprement convexe Ω0 est strictement convexe mais son bord n'est pas de

classe C1 a priori. En dehors des courbes Cp,r = Πp,r ∪ ∂Ω0 et Cq,s = Πq,s ∪ ∂Ω0 et de
leurs images par Γ, la surface ∂Ω0 est de classe C1. En lissant Ω0 le long de ces courbes,
on obtient qu'il existe un voisinage V de Cp,r ∪ Cq,s dans ∂Ω0 et un convexe D1 tel que
∂D0 r V = ∂D1 r V . L'ensemble Ω1 =

⋃
γ∈Γ

γ(D1) est alors un ouvert proprement convexe,

strictement convexe, à bord C1 et Γ-invariant, mais son bord n'est pas de classe C1+ε aux
points paraboliques de ΛΓ, pour tout ε > 0.

8.2. Représentation sphérique de SL2(R) dans SL5(R). � Dans [CM12], on avait
introduit deux notions de �nitude géométrique, la �nitude géométrique sur Ω et sur ∂Ω.
Dans l'article présent, nous n'avons étudié que la première.
Comme exemple d'action géométriquement �nie sur ∂Ω mais pas sur Ω, on avait donné
l'exemple de la représentation sphérique de SL2(R) dans SL5(R) : il s'agit de l'action de
SL2(R) sur l'espace V4 = R4[X, Y ] des polynômes homogènes de degré 4 en deux variables,
sur lequel SL2(R) agit par coordonnées. Notons G < SL5(R) l'image de SL2(R) par cette
représentation.
Rappelons ce qui a été vu dans [CM12]. L'orbite d'un point x ∈ P4 sous G est la courbe
de Veronese, dont une équation est donnée par :

[t : s] ∈ P1 → [t4 : t3s : t2s2 : ts3 : s4] ∈ P4.

L'ensemble des ouverts proprement convexes préservés par cette représentation de SL2(R)

dans SL5(R) forme une famille croissante {Ωr, 0 6 r 6 ∞}. L'ouvert convexe Ω0 est
l'enveloppe convexe de la Veronese, et Ω∞ est son dual ; ces deux convexes ne sont ni
strictement convexes ni à bord C1. Les ouverts convexes Ωr, 0 < r < ∞ sont les r-
voisinages de Ω0 dans la géométrie de Hilbert (Ω∞, dΩ∞). On a vu dans [CM12] que ces
convexes étaient strictement convexes et à bord C1. En fait, on peut voir en procédant
comme dans la partie 7 que :

Proposition 8.2. � Pour 0 < r < ∞, le bord de l'ouvert convexe Ωr est de classe C4/3

et 4-convexe.

Démonstration. � L'ensemble limite ΛG de l'action de G sur Ωr est dans tous les cas la
Veronese. Hors de l'ensemble limite, le bord de Ωr est lisse car l'action de G sur ∂ΩrrΛG

est libre et transitive (lemme 10.11 de [CM12]) ; ∂Ωr r ΛG s'identi�e donc à une orbite
de G. De plus, le dual de Ωr est un certain Ωr′ . Le fait que ∂Ωr′ r ΛG soit lisse implique
que ∂ΩrrΛG est 2-convexe. Autrement dit, le bord de Ωr est lisse à hessien dé�ni positif
hors de l'ensemble limite.
La Veronese ΛG est une courbe algébrique lisse sur laquelle G agit transitivement. La
régularité ∂Ωr est donc la même en tout point de ΛG. Or, un point x de ΛG est un point
�xe d'un certain élément hyperbolique g ∈ G. La régularité de ∂Ωr en x se lit sur les
valeurs propres de g. Il n'est pas dur de voir que si g est l'image par la représentation
d'un élément hyperbolique γ de SL2(R). Si λ, λ−1 sont les valeurs propres de γ, avec λ > 1,
alors celles de g sont λ4, λ2, 1, λ−2, λ−4. D'après la proposition 7.2 et le lemme 7.6, ∂Ωr
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est C1+ε en x pour tout ε < ε(g) avec

ε(g) =
lnλ−2 − lnλ−4

lnλ4 − lnλ−2
=

1

3
.

En fait, dans le cas d'un point �xe hyperbolique, on peut être plus précis dans la propo-
sition 7.2 et voir que la valeur ε(g) est atteinte, autrement dit que le bord est C1+ε(g) en
x (et pas plus). On obtient donc que ∂Ωr est C4/3 et, par dualité, que ∂Ωr est 4-convexe.
(En e�et, le bord ∂Ω est β-convexe au point x si et seulement si le bord ∂Ω∗ du convexe
dual est C1+ε au point x∗, avec 1

1+ε
+ 1

β
= 1.)

9. Entropie volumique et exposant critique

Si Γ est un sous-groupe discret de Aut(Ω), on notera, pour x ∈ Ω et R > 0,

NΓ(x,R) = ]{g ∈ Γ, dΩ(x, gx) 6 R}

le nombre d'éléments g de Γ tels que gx ∈ B(x,R). L'exposant critique du groupe Γ,
dé�ni par

δΓ = lim sup
R→+∞

1

R
lnNΓ(x,R),

mesure le taux de croissance exponentiel du groupe Γ agissant sur Ω ; il est immédiat que
la limite précédente ne dépend pas du point x considéré.
L'exposant critique δΓ de Γ est nommé ainsi car c'est l'exposant critique des séries de
Poincaré de Γ données par

gΓ(s, x) =
∑
γ∈Γ

e−sdΩ(x,γx), x ∈ Ω;

cela veut dire que pour s > δΓ, la série converge, et pour s < δΓ, elle diverge.

L'entropie volumique d'une géométrie de Hilbert

hvol(Ω) = lim sup
R→+∞

1

R
lnVolΩB(x,R)

réprésente le taux de croissance exponentiel du volume des boules de l'espace métrique
(Ω, dΩ).

9.1. Groupes de covolume �ni. � Si la géométrie (Ω, dΩ) admet une action cocom-
pacte d'un sous-groupe discret Γ de Aut(Ω), on a évidemment l'égalité

δΓ = hvol(Ω)

puisqu'alors l'entropie volumique ne dépend pas de la mesure de volume considérée,
pourvu qu'elle soit Γ-invariante ; aussi peut-on prendre la mesure de comptage de l'orbite
d'un point x de Ω sous Γ pour retrouver δΓ. Si le groupe est �trop petit�, cette égalité
devient en général fausse, et on a seulement δΓ 6 hvol. Dans [DPPS09], Françoise Dal'bo,
Marc Peigné, Jean-Claude Picaud et Andrea Sambusetti ont étudié cette question pour
les sous-groupes de covolume �ni de variétés de Hadamard, à courbure négativé pincée.
Ils ont montré le résultat suivant.

Théorème 9.1. �
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� Soit M une variété riemannienne à courbure strictement négative, de volume �ni. Si

M est asymptotiquement 1/4-pincée, alors hvol = htop.

� Pour tout ε > 0, il existe une variété riemannienne de volume �ni et de courbure

strictement négative (1/4 + ε)-pincée telle que htop < hvol.

L'hypothèse de pincement asymptotique concerne la géométrie de la variété à l'in�ni,
c'est-à-dire dans ses cusps. Dans notre contexte, c'est le lemme 4.4 qui va nous permettre
de montrer le

Théorème 9.2. � Soit Γ un sous-groupe discret de Aut(Ω), de covolume �ni. Alors

δΓ = hvol(Ω).

La preuve de ce résultat est fort similaire à celle de [DPPS09], elle se simpli�e par
certains aspects et nécessite des arguments un peu di�érents par d'autres. Elle reste malgré
tout un brin technique...
On va commencer par calculer l'exposant critique d'un sous-groupe parabolique de rang
maximal.

Lemme 9.3. � Soit Γ un sous-groupe de Aut(Ω) et Aut(Ω) avec Ω ⊂ Ω′. Appelons

gΓ,Ω(s, x) et gΓ,Ω′(s, x) les séries de Poincaré pour l'action de Γ sur Ω et Ω′, δΓ(Ω) et

δΓ(Ω′) leur exposant critique. Alors, pour tout s > δΓ(Ω′), gΓ,Ω(s, x) 6 gΓ,Ω′(s, x). En

particulier, δΓ(Ω) 6 δΓ(Ω′).

Démonstration. � Pour x, y ∈ Ω, on a dΩ′(x, y) 6 dΩ(x, y). Donc si x ∈ Ω et s > δΓ(Ω′),
on a gΓ,Ω(s, x) 6 gΓ,Ω′(s, x). En particulier, la convergence de gΓ,Ω′(s, x) implique celle de
gΓ,Ω(s, x), d'où le résultat.

Lemme 9.4. � L'exposant critique d'un sous-groupe parabolique de rang maximal P de

Aut(Ω) est δP = n−1
2

et les séries de Poincaré de P divergent en δP :

∀x ∈ Ω,
∑
γ∈P

e−δPdΩ(x,γx) = +∞;

Démonstration. � Appelons p le point �xe de P . D'après le lemme 4.1, on peut trouver
deux ellipsoïdes E int et Eext P-invariants tels que

∂E int ∩ ∂Eext = ∂E int ∩ ∂Ω = ∂Eext ∩ ∂Ω = {p} et E int ⊂ Ω ⊂ Eext.

Il est connu en géométrie hyperbolique que δP(E int) = δP(Eext) = n−1
2

et que les séries de
Poincaré de P divergent en l'exposant critique. D'après le lemme 9.3, on a de même pour
P agissant sur Ω.

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme 9.5. � Soit C > 1 arbitrairement proche de 1 et P un sous-groupe parabolique

maximal de Aut(Ω) �xant p ∈ ∂Ω. Alors il existe une horoboule HC basée en p,

d'horosphère au bord HC et une constante D > 1 telles que

1

D
NP(x,

R

C
) 6 VolΩ(B(x,R) ∩HC) 6 DNP(x,CR), x ∈ HC , R > 0.
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Démonstration. � Dans l'espace hyperbolique, on sait (voir par exemple la proposition
3.3 de [DPPS09]) que, pour tout sous-groupe parabolique maximal P , toute horoboule
H stable par P , d'horosphère au bord H, il existe un réel D > 1 tel que

(9)
1

D
VolΩ(B(x,R) ∩HC) 6 NP(x,R) 6 DVolΩ(B(x,R) ∩H), x ∈ H.

Soit donc P un sous-groupe parabolique maximal de Aut(Ω) �xant p ∈ ∂Ω. Le corollaire
4.4 nous fournit une horoboule HC basée en p qui porte deux métriques hyperboliques
P-invariantes h and h′ telles que

1

C
h′ 6 h 6 F 6 h′ 6 Ch.

Prenons x ∈ H. D'après la proposition 2.1, on a, pour tout R > 0,

Bh′

(
x,
R

C

)
⊂ Bh(x,R) ⊂ B(x,R) ⊂ Bh′(x,R) ⊂ Bh(x,CR),

où, par Bh et Bh′ , on note les boules métriques pour h et h′. En appelant Volh et Volh′ les
volumes riemanniens associés à h et h′, on a, toujours d'après la proposition 2.1,

Volh′ 6 VolΩ 6 Volh.

Ainsi,

Volh′(Bh′

(
x,
R

C

)
∩H) 6 VolΩ(B(x,R) ∩H) 6 Volh(Bh(x,CR) ∩H).

D'après l'encadrement (9), il existe une constante D > 1 telle que

1

D
Nh′

P

(
x,
R

C

)
6 VolΩ(B(x,R) ∩H) 6 DNh

P(x,CR),

où Nh
P(x,R) est le nombre de points de l'orbite P .x dans la boule de rayon R pour h ; de

même pour h′.
(Bien entendu, les horoboules considérées dans l'encadrement (9) sont les horoboules
hyperboliques et pas celles de F , et il faut donc faire un peu plus attention lorsqu'on dit
qu'une telle constante D existe. Si Hh est l'horosphère pour h basée en p et passant par x,
alors la h-distance maximale entre H et Hh est �nie, car P agit de façon cocompacte sur
Hr {p} et Hh r {p}. Donc, pour une certaine constante D′ > 0, on a, pour tout R > 0,

|Volh(Bh(x,R) ∩H)− Volh(Bh(x,R) ∩Hh)| 6 D′NP(x,R),

où Hh est l'horoboule dé�nie par Hh. D'où l'existence de D.)

Pour conclure, il su�t de remarquer que, comme h 6 F 6 h′, on a

Nh
P(x,R) 6 NP(x,R) 6 Nh′

P (x,C).

On peut maintenant donner une

Preuve du théorème 9.2. � On sait déjà que δΓ 6 hvol, et il faut donc seulement prouver
l'inégalité inverse.
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Fixons C > 1 arbitrairement proche de 1, et choisissons o ∈ Ω ainsi qu'un domaine
fondamental convexe localement �ni pour l'action de Γ sur Ω, qui contienne le point o.
Décomposons ce domaine fondamental en

C0

⊔
tli=1Ci,

où C0 est compact et les Ci, 1 6 i 6 l correspondent aux cusps ξi ∈ ∂Ω : chaque Ci
est une partie d'un domaine fondamental pour l'action d'un sous-groupe parabolique
maximal Pi sur une horoboule Hξi basée au point ξi ; les points ξi sont les points de ∂Ω

adhérents au domaine fondamental. On suppose que les Hξi sont choisies de telle façon
qu'elles satisfassent au lemme 9.5 pour la constante C qu'on a �xée.

La boule B(o,R) de rayon R > 0 peut être décomposée en

B(o,R) = (Γ.C0 ∩B(o,R)) t
(
tli=1Γ.Hξi ∩B(o,R)

)
,

de telle façon que

VolΩ(B(o,R)) = VolΩ(Γ.C0 ∩B(o,R)) +
l∑

i=1

VolΩ(Γ.Hξi ∩B(o,R)).

Pour le premier terme, on a VolΩ(Γ.C0 ∩ B(o,R)) 6 NΓ(o,R)VolΩ(C0) ; c'est donc le
second qu'il nous faut étudier.

Pour chaque horoboule Hγξi = γHξi , appelons xγ,i le point d'intersection de la droite
(oγξi) avec l'horosphère ∂Hγξi r {γξi}, qui n'est rien d'autre que la projection de o sur
Hγξi . Pour chaque γ ∈ Γ, notons γ ∈ Γ un des éléments g ∈ Γ, en nombre �ni, tels que
xγ,i ∈ g.Ci ; γ est le �premier élément pour lequel Hγξi intersecte B(o,R)�. Appelons Γ

l'ensemble de ces éléments γ.
La remarque principale est le lemme ci-dessous, équivalent du fait classique suivant en

courbure négative pincée : pour chaque θ ∈ (0, π), on peut trouver une constante C(θ)

telle que, pour chaque triangle géodésique xyz dont l'angle au point y est au moins θ, le
chemin x → y → z sur le triangle est une quasi-géodésique entre x et z avec une erreur
au plus C(θ).

Lemme 9.6. � Il existe r > 0 tel que, pour chaque γ ∈ Γ, 1 6 i 6 l et z ∈ Hγξi, le

chemin formé des segments [oxγ,i] et [xγ,iz] est une quasi-géodésique avec une erreur au

plus r, c'est-à-dire que

dΩ(o, z) > dΩ(o, xγ,i) + dΩ(xγ,i, z)− r.

Démonstration. � Prenons γ ∈ Γ, 1 6 i 6 l et z ∈ Hγξi . Rappelons que l'espace métrique
(Ω, dΩ) est Gromov-hyperbolique (corollaire 9.6 de [CM12]). Aussi existe t-il un réel δ > 0

pour lequel chaque triangle géodésique est δ-�n. Ainsi, il existe p ∈ [oz] tel que

dΩ(p, [xγ,iz]) 6 δ, dΩ(p, [oxγ,i]) 6 δ.

On peut donc trouver des points o′ ∈ [oxγ,i] et z′ ∈ [xγ,iz] de telle façon que

dΩ(o′, p) + dΩ(p, z′) 6 2δ.
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Figure 11

Par l'inégalité triangulaire, la distance entre o′ et z′ est alors plus petite que 2δ. Par
convexité des boules métriques et des horoboules, on obtient que xγ,i ∈ B(o′, 2δ) et donc

dΩ(o′, xγ,i) + dΩ(xγ,i, z
′) 6 4δ.

Cela amène

dΩ(o, xγ,i) + dΩ(xγ,i, z) 6 dΩ(o, o′) + dΩ(o′, xγ,i) + dΩ(xγ,i, z
′) + dΩ(z′, z)

6 4δ + dΩ(o, p) + dΩ(p, o′) + dΩ(z′, p) + dΩ(p, z)

6 6δ + dΩ(o, z).

Maintenant, si z est un point dans γ.Hξi ∩ B(o,R), pour certains γ ∈ Γ, 1 6 i 6 l et
R > 0, le lemme 9.6 implique que

dΩ(o, xγ,i) + dΩ(xγ,i, z) 6 dΩ(o, z) + r 6 R + r.

Or, il existe c > 0 tel que dΩ(o, xγ,i) > dΩ(o, γo)−c : il su�t de prendre pour c la distance
maximale entre o et le bord ∂Ci ∩ ∂Hξi r {ξi}. D'où

dΩ(xγ,i, z) 6 R + r − dΩ(o, γo) + c.

Posons K = r + c. Pour tous γ ∈ Γ, 1 6 i 6 l, et R > 0, on a ainsi

γ.Hξi ∩B(o,R) ⊂ γ.Hξi ∩B(xγ,i, R− d(o, γo) +K).
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Cela permet d'évaluer le volume VolΩ(Γ.Hξi ∩B(o,R)). En e�et,

VolΩ(Γ.Hξi ∩B(o,R)) =
∑
γ∈Γ

VolΩ(γ.Hξi ∩B(o,R))

6
∑
γ∈Γ

VolΩ(γ.Hξi ∩B(xγ,i, R− d(o, γo) +K))

6
∑

06k6[R]

∑
γ ∈ Γ

k 6 dΩ(o, γo) 6 k + 1

VolΩ(γ.Hξi ∩B(xγ,i, R− k − 1 +K))

6
∑

06k6[R]

NΓ(o, k, k + 1)VolΩ(Hξi ∩B(xi, R− k +K)),

où xi = xId,i et, pour toute partie S de Γ et tout 0 6 r < R,

NS(o, r, R) = ]{γ ∈ S, r 6 dΩ(o, γo) < R}.

Le lemme 9.5 donne

(10) VolΩ(Γ.Hξi ∩B(o,R)) 6 D
∑

06k6[R]

NΓ(xi, k, k + 1)NPi(xi, C(R− k))

pour une certaine constante D > 1 qui peut être choisie indépendante de i. De plus,
comme l'exposant critique de chaque Pi est n−1

2
, il existe un réel M > 1, indépendant de

i mais dépendant de C, tel que

1

M
e(n−1

2
−(C−1))R 6 NPi(xi, R)) 6Me(n−1

2
+(C−1))R.

Ainsi,
NPi(xi, CR) 6Me(n−1

2
+(C−1))CR

= Me(n−1
2
−(C−1))Re(n−1

2
+C+1)(C−1)R

6M2e( d−1
2

+C+1)(C−1)RNPi(xi, R)).

Avec (10), cela implique

(11) VolΩ(Γ.Hξi∩B(o,R)) 6 DM2e(n−1
2

+C+1)(C−1)R
∑

06k6[R]

NΓ(xi, k, k+1)NPi(xi, R−k).

Finalement, remarquons que tout élément γ ∈ Γ tel que dΩ(xi, γxi) < R peut être écrit
de façon unique γ = γipi, avec dΩ(xi, γixi) < R et pi ∈ Pi, de telle façon que

d(xi, pixi) + dΩ(xi, γixi) > R.

D'où

(12) NΓ(xi, R) >
∑

06k6[R]

NΓ(xi, k, k + 1)NPi(xi, R− k).

Les inégalités (11) et (12) impliquent alors

VolΩ(Γ.Hξi ∩B(o,R)) 6 DM2e(n−1
2

+C+1)(C−1)RNΓ(xi, R);
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et donc, en mettant tout ensemble

VolΩ(B(o,R)) 6 Ne(n−1
2

+C+1)(C−1)RNΓ(o,R),

pour un certain réel N > 1. Cela donne

hvol 6 δΓ +

(
n− 1

2
+ C + 1

)
(C − 1).

Comme C est arbitrairement proche de 1, on obtient

hvol 6 δΓ.

9.2. Groupes dont l'action est géométriquement �nie sur Ω. � En fait, par la
même preuve et les résultats de [CM12], on peut obtenir un résultat similaire pour des
groupes dont l'action est géométriquement �nie sur Ω :

Théorème 9.7. � Soit Γ un sous-groupe discret de Aut(Ω) dont l'action sur Ω est

géométriquement �nie. Alors

δΓ = lim sup
R→+∞

1

R
lnVolΩ(B(o,R) ∩ C(ΛΓ)),

où o est un point quelconque de Ω.

Nous avons préféré présenter la preuve dans le cas du volume �ni que nous considérions
déjà assez technique pour ne pas la surcharger. Les seuls points à véri�er pour étendre le
résultat sont les trois lemmes 9.4, 9.5 et 9.6 ; le reste se lit tel quel en pensant seulement
à considérer l'intersection avec C(ΛΓ).
Pour le lemme 9.6, il su�t de se souvenir que, d'après le lemme 9.3 de [CM12], l'espace
(C(ΛΓ), dΩ) est Gromov-hyperbolique.
Pour les deux autres, il nous faut rappeler quelques éléments de [CM12], dont on
conseille de consulter la partie 7.2 ; les résultats que nous mentionnons ici se trouvent en
7.2.3.
Tous les groupes paraboliques apparaissant dans une action géométriquement �nie d'un
groupe Γ sur Ω sont conjugués dans SLn+1(R) à des sous-groupes paraboliques de
SOn,1(R). En particulier, un sous-groupe parabolique P de Γ est virtuellement isomorphe
à Zd pour un certain 1 6 d 6 n−1 ; d est le rang de P . De plus, si p ∈ ∂Ω est le point �xe
de P , il existe une coupe Ωp de dimension d + 1 de Ω, contenant p dans son adhérence,
c'est-à-dire l'intersection de Ω avec un sous-espace projectif de dimension d + 1, qui est
préservée par P ; ainsi, P apparaît comme un sous-groupe parabolique de rang maximal
de Aut(Ωp). On obtient la généralisation suivante du lemme 9.4 :

Lemme 9.8. � L'exposant critique d'un sous-groupe parabolique P de Aut(Ω), de rang

d 6 n− 1, est δP = d
2
et les séries de Poincaré de P divergent en δP :

∀x ∈ Ω,
∑
γ∈P

e−δPdΩ(x,γx) = +∞;

Démonstration. � Comme rien ne dépend pas du point base considéré, on peut le prendre
dans le convexe Ωp pour se ramener au cas original du lemme 9.4.
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Le lemme 9.5 s'étendrait immédiatement si les cusps étaient supposés asymptotique-
ment hyperboliques. Sans cette hypothèse, on peut malgré tout étendre la majoration,
qui est le point que l'on utilise dans la preuve du théorème :

Lemme 9.9. � Soit C > 1 arbitrairement proche de 1 et P un sous-groupe parabolique

maximal de Aut(Ω) �xant p ∈ ∂Ω. Il existe une horoboule HC basée en p d'horosphère au

bord HC et une constante D > 1 telle que

VolΩ(B(x,R) ∩H ∩ C(ΛΓ)) 6 DNP(x,CR), x ∈ HC ∩ C(ΛΓ), R > 1.

On aura besoin du résultat 9.11 ci-dessous. Il se déduit du fait suivant qui est le lemme
8.4 de [CM12], où on pourra trouver des détails :

Lemme 9.10. � Pour tout m ≥ 1 et R > 0, il existe deux constantes vm(R) et Vm(R)

telles que, pour tout ouvert proprement convexe Ω de Pm et x ∈ Ω,

vm(R) 6 V olΩ(B(x,R)) 6 Vm(R).

Lemme 9.11. � Soient r > 0 et 1 6 d 6 n. Il existe deux constantes M,m > 0,

dépendant seulement de r, n et d, telles que, pour tout ouvert proprement convexe Ω de

Pn, tout sous-espace Pd de dimension d intersectant Ω et toute partie A compacte de

l'ouvert proprement convexe Ωd = Pd ∩ Ω de Pd, le volume du r-voisinage Vr(A) de A

dans Ω est comparable au volume du r-voisinage de A dans Ωd :

m 6
VolΩ(Vr(A))

VolΩd(Vr(A) ∩ Ωd)
6M.

Démonstration. � Considérons un ensemble {xi}16i6N r-séparé maximal de A : deux
points xi, xj, i 6= j, sont à distance au moins r et il est impossible de rajouter un point
à l'ensemble qui satisfasse à cette propriété. En particulier, Vr(A) est recouvert par les
boules de rayon 2r centrées aux points xi. On a ainsi, en utilisant le lemme 9.10,

Nvn(r) 6
n∑
i=1

V olΩ(B(xi, 2r)) 6 VolΩ(Vr(A)) 6
N∑
i=1

V olΩ(B(xi, 2r)) 6 NVn(2r);

de même,
Nvd(r) 6 VolΩd(Vr(A) ∩ Ωd) 6 NVd(2r).

En prenant le quotient, on obtient

m :=
vn(r)

Vd(2r)
6

VolΩ(Vr(A))

VolΩd(Vr(A) ∩ Ωd)
6
Vn(2r)

vd(r)
=: M.

Démonstration du lemme 9.9. � Notons d le rang de P et Ωp = Ω ∩ Pd+1 une coupe de
Ω de dimension d + 1, contenant p dans son adérence, et préservée par P . Pour toute
horoboule H basée en p, l'intersection C(ΛΓ) ∩ H est dans un dΩ-voisinage de taille
r = r(H) > 0 �nie de Ωp ∩ C(ΛΓ). Cela est simplement dû au fait que P agit de façon
cocompacte sur C(ΛΓ)∩H, où H est l'horosphère au bord de H. De plus, comme le bord
de Ω est C1 en p, on peut, en considérant une horoboule plus petite, prendre r aussi petit
que l'on veut.

On �xe l'horoboule H de telle façon que l'intersection H ∩ Ωp, qui est une horoboule
de Ωp basée en p, satisfasse au lemme 9.5 pour Ωp, avec la constante C. On �xe aussi
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r > 0 tel que C(ΛΓ) ∩H soit dans un dΩ-voisinage de taille r de Ωp ∩ C(ΛΓ).

Si x est un point de H, il existe un point x′ de H∩Ωp à distance moins que r de x ; on
a alors B(x,R) ⊂ B(x′, R + r) et

VolΩ(B(x,R) ∩H ∩ C(ΛΓ)) 6 VolΩ(B(x′, R + r) ∩H ∩ C(ΛΓ)).

Maintenant, si x′ ∈ H ∩ Ωp, l'ensemble B(x′, R + r) ∩ H ∩ C(ΛΓ) est inclus dans le
r-voisinage de BΩp(x

′, R) ∩H dans Ω. On a donc, d'après le lemme 9.11,

(13) VolΩ(B(x′, R + r) ∩H ∩ C(ΛΓ)) 6MVolΩp(Ar).

où Ar est le r-voisinage de BΩp(x
′, R) ∩H dans Ωp.

La partie de Ar qui est dansH correspond précisément à l'intersection BΩp(x
′, R+r)∩H

à laquelle on peut appliquer le lemme 9.5, qui donne :

VolΩp(BΩp(x
′, R + r) ∩H) 6 DNP(x,C(R + r)).

Le reste de Ar est dans un voisinage de taille r′ = max{r, diam} de l'ensemble �ni de
points P .x ∩ B(x,R + r), où diam est le diamètre d'un domaine fondamental compact
pour l'action de P sur H ∩ Ωp ∩ C(ΛΓ) (tout cela pour la distance dΩp). Le volume de
cette partie est donc majoré par

NP(x′, R + r)Vn(r′),

où Vn(r′) est la constante donnée par le lemme 9.10. Au �nal, on obtient

Vol(Ar) 6 NP(x′, R + r)Vn(r′) +DNP(x′, C(R + r)) 6 D′NP(x′, C(R + r)),

pour une certaine constante D′.

En regroupant le tout, on arrive à

VolΩ(B(x,R) ∩H ∩ C(ΛΓ)) 6 D′NP(x′, C(R + r)) 6 D′NP(x,C(R + r) + r).

Cela donne le résultat, la condition R > 1 étant due à la présence du r.

Le théorème 9.7 soulève la question suivante, sur laquelle nous terminerons ce texte.
C'est une question qu'on peut poser de façon très générale mais une réponse dans des cas
particuliers serait déjà intéressante.

Question 2. � Soit Ω un ouvert proprement convexe de Pn (strictement convexe et à

bord C1). A t-on δΓ = hvol(C(ΛΓ), dC(ΛΓ)) pour tout sous-groupe discret Γ de Aut(Ω) ?
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