
UN APERÇU COMPRÉHENSIBLE DE MA THÈSEparMi
kaël Crampon
1. Per
eptionsJ'aimerais présenter i
i ma propre appro
he de mon travail. Le problème général est 
elui dela per
eption. Dans la vie réelle, on perçoit des objets, en les voyant, en les tou
hant ; ils ont uneforme. Mais existent-ils en dehors de notre propre per
eption ? Et les autres les perçoivent-ils dela même façon ? On peut voir i
i deux grands problèmes :� si l'objet existe en tant que tel, on peut le dé�nir par une dé�nition abstraite et 
onsistante ;� un objet étant abstraitement dé�ni, quelles sont les di�érentes per
eptions qu'on peut enavoir, quelles sont ses diverses représentations ?Il est assez dr�le de se rendre 
ompte que, souvent, les dé�nitions abstraites que l'on donned'un objet en mathématiques reposent sur une 
ertaine per
eption que l'on en a. Cela pousseraità penser qu'on ne peut donner d'existen
e propre à un objet...Les objets que j'étudie sont des variétés : 
e sont des espa
es qui ressemblent lo
alement àl'espa
e réel Rn de dimension n, que l'on peut dé�nir algébriquement. La subtilité est bien dansle �ressemblent�. I
i, on veut dire que l'espa
e est lo
alement di�éomorphe à une partie de R

n.Remarquez qu'une fois dé�ni un objet, il n'est pas toujours fa
ile de montrer qu'un tel objetexiste, en 
onstruisant �expli
itement� un objet qui satisfasse à la dé�nition. Souvent, 
'est entrouvant une représentation géométrique de l'objet supposé exister que l'on montrera qu'il enexiste.

Figure 1. Plusieurs représentations de la surfa
e sphère



2 MICKAËL CRAMPONPrenons un exemple. On peut dé�nir abstraitement 
e qu'est une sphère, en tant que variétéde dimension 2, 
'est-à-dire une surfa
e. Bien sûr, une des représentations géométriques de
ette surfa
e sphère est la sphère à laquelle on pense, la sphère ronde, la surfa
e d'un ballon. Ils'agit d'une représentation dans notre monde réel, l'espa
e réel R3 en 3 dimensions. Or, 
ettereprésentation géométrique, on peut la déformer : par exemple, en imaginant que le ballon estdisons, plein d'eau, on voit qu'on peut pousser et tirer un peu dans tous les sens pour obtenir unobjet qui apparaît di�érent. Ce qui est important, 
'est qu'en tant que surfa
e, il s'agit toujoursd'une sphère ; par 
ontre, on a 
hangé sa représentation géométrique dans l'espa
e R
3.Mon travail, 
'est pré
isément d'étudier di�érentes représentations géométriques qu'on a d'unmême objet, et d'essayer de les 
omparer. Bien sûr, il faut en
ore dé�nir 
e que l'on entend parreprésentation géométrique avant de pouvoir en dire quelque 
hose.2. Géométrie hyperbolique et géométries de HilbertL'objet que j'étudie est don
 une variété lisse M . Une des représentations géométriques de Mqui m'intéresse, 
'est d'abord une représentation de M en tant que variété hyperbolique. Dans
ette représentation, la variété ressemble lo
alement à l'espa
e hyperbolique H

n, elle apparaît
omme un quotient M = H
n/Γ de l'espa
e hyperbolique ; dit d'une autre façon, il s'agit demunir M d'une métrique riemannienne de 
ourbure −1.Le modèle de Beltrami de l'espa
e hyperbolique H

n est l'espa
e métrique (Ω0, dΩ0
) où� Ω0 est une boule ouverte de l'espa
e eu
lidien R

n ;� la distan
e dΩ0
(x, y) entre deux points x et y de Ω0 vaut :

dΩ0
(x, y) =

1

2
log[a, b, x, y] =

1

2
log

|ax|

|ay|

|by|

|bx|
,où a et b sont les deux points d'interse
tion de la droite (xy) ave
 le bord de Ω0.L'espa
e hyperbolique est un espa
e homogène : son groupe d'isométries est transitif. Autrementdit, l'espa
e est identique en tout point. Du 
oup, sur une variété hyperbolique M = H

n/Γ, onne peut pas savoir où l'on se trouve en regardant juste autour de nous.

Figure 2. Distan
es de Beltrami et de HilbertL'exemple à avoir en tête est 
elui d'une surfa
e de genre g > 2, qu'il est possible demunir d'une stru
ture hyperbolique. Maintenant, 
omme on l'a fait pour la sphère, on peutparfois déformer 
ette stru
ture géométrique. On pourrait par exemple faire varier la 
ourbure(
'est 
e qu'on a fait dans l'exemple de la sphère) mais on peut aussi sortir du monde riemannien.



UN APERÇU COMPRÉHENSIBLE DE MA THÈSE 3Dans mon travail, je vois la géométrie hyperbolique, via le modèle de Beltrami, 
omme unexemple parti
ulier de géométrie de Hilbert. Une géométrie de Hilbert est en e�et un espa
emétrique (Ω, dΩ) où� Ω est un ouvert 
onvexe borné de l'espa
e eu
lidien R
n ;� la distan
e dΩ(x, y) entre deux points x et y de Ω est dé�nie 
omme dans le modèle deBeltrami :

dΩ(x, y) =
1

2
log[a, b, x, y],où a et b sont les deux points d'interse
tion de la droite (xy) ave
 le bord de Ω.Cet espa
e n'est 
ette fois pas riemannien, mais 
'est un espa
e de Finsler : la métrique n'estpas engendrée par un 
hamp de produits s
alaires, mais par un 
hamp de normes ; la norme d'unve
teur ξ tangent à Ω en x est donnée par

F (x, ξ) =
|ξ|

2

(

1

|xx+|
+

1

|xx−|

)

,où x− et x+ sont les deux points d'interse
tion de la droite x + R.ξ ave
 le bord du 
onvexe.D'autre part, une géométrie de Hilbert est la plupart du temps non homogène, son groupe d'i-sométries pouvant être 
ompa
t, ou même �ni. Bien sûr, on retrouve la géométrie hyperboliquelorsque Ω est une boule, ou plus généralement un ellipsoïde, par invarian
e proje
tive de lamétrique.

Figure 3. Métrique de FinslerCe que l'on veut étudier maintenant, 
'est les di�érentes représentations géométriques d'unemême variétéM 
omme quotients de géométries de HilbertM = Ω/Γ. En parti
ulier, on aimeraitvoir 
e qu'a de parti
ulier le 
as riemannien hyperbolique parmi toutes les représentations possi-bles. On va faire une restri
tion en ne 
onsidérant que les géométries de Hilbert dé�nies par unouvert stri
tement 
onvexe à bord C1. On voudrait en e�et que notre géométrie de base exhibequelques propriétés de type hyperbolique, et 
e sont des hypothèses que l'on est alors naturelle-ment amené à faire ; elles sont toutefois assez souples pour que des 
omportements intéressantspuissent apparaître. 3. Le �ot géodésiqueIl y a plusieurs façons de 
omparer les di�érentes représentations géométriques d'une variétédonnée. Moi, je m'intéresse à la façon dont on peut se dépla
er dans 
es géométries, en étudiantson �ot géodésique.



4 MICKAËL CRAMPONUn segment géodésique de (Ω, dΩ) est un 
hemin optimal entre deux points, au sens où lalongueur du 
hemin vaut exa
tement la distan
e entre ses points extrémaux. Il s'avère qu'entredeux points de (Ω, dΩ), le 
hemin le plus 
ourt est pré
isément le segment de ligne droite entre
es deux points. Les géodésiques sont don
 les droites, par
ourues à vitesse (�nslérienne) 1.Ainsi, si l'on se donne un 
ouple w = (x, [ξ]) formé d'un point x ∈ Ω et une dire
tion [ξ], il y aune unique géodésique partant de x dans la dire
tion [ξ]. On peut alors dé�nir le �ot géodésique
ϕt : HM −→ HM

(x, [ξ]) 7−→ (xt, [ξt]),pour toute variété quotient M = Ω/Γ : on obtient (xt, [ξt]) en suivant la géodésique partant de
x dans la dire
tion [ξ] pendant le temps t ; pour Ω, il s'agit simplement de suivre les droites...Le premier but, 
'est de 
omparer les propriétés de ϕt lorsque la géométrie est hyperbolique etlorsqu'elle ne l'est pas.

Figure 4. Le �ot géodésique : xt est tel que dΩ(x, xt) = tIl y a deux types de questions, lo
ale et globale. D'un 
�té, on peut 
hoisir une orbite enparti
ulier et regarder 
omment le �ot se 
omporte autour de 
ette orbite. D'un autre 
�té, onpeut s'intéresser au mouvement global de tous les points en même temps, 
e qui est surtoutintéressant lorsque la variété M n'est pas �trop grosse� : ainsi, les points vont �se mélanger�...4. Propriétés lo
alesOn 
onsidère i
i un point w = (x, [ξ]) ∈ HΩ en parti
ulier, et on veut 
omprendre 
e qu'ilse passe autour de son orbite {ϕt(w), t ∈ R}, en temps 
ourt et en temps long. Pour 
ela, onregarde 
omment le �ot 
ontra
te ou augmente les distan
es autour de l'orbite en regardant
omment évolue, ave
 le temps t, les normes ‖dϕtZ‖, pour des ve
teurs Z tangents à HΩ en w.I
i, la norme ‖ · ‖ est une norme de Finsler sur HΩ, dé�nie de façon naturelle via la métrique deFinsler F sur Ω ; ainsi, les distan
es sur HΩ sont naturellement asso
iées aux distan
es sur Ω.L'observation prin
ipale est la suivante : le �bré tangent admet une dé
omposition en
THΩ = R.X ⊕ Es ⊕ Eu,dé
omposition qui est invariante par le �ot et telle que� X est le générateur du �ot géodésique ;� la fon
tion t 7−→ ‖dϕtZs‖ est stri
tement dé
roissante de R dans ]0,+∞[, pour Zs ∈ Es ;� la fon
tion t 7−→ ‖dϕtZu‖ est stri
tement 
roissante de R dans ]0,+∞[ pour Zu ∈ Eu.On a don
 le 
omportement suivant : autour de l'orbite du point w, il y a deux autres dire
tions�transverses�, Es et Eu, le long desquelles le �ot 
ontra
te et dilate les distan
es. Autrement dit,
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Figure 5. Comportement lo
alil y a une famille d'orbites qui se rappro
he in�niment de 
elle de w, et d'autres orbites qui s'enéloignent (
.f. �gure 4). C'est pour 
ela qu'on appelle la distribution Es la distribution stable et
Eu la distribution instable.On voudrait maintenant quanti�er 
es 
ontra
tions et dilatations de distan
es, au moinsasymptotiquement, 
'est-à-dire en temps long. La première 
hose, 
'est de voir dans quels 
as 
esphénomènes sont de type exponentiel.

Figure 6.En fait, 
ette propriété de 
ontra
tion ou dilatation exponentielle se lit sur la forme lo
aledu bord ∂Ω au point x+ à l'extrémité de l'orbite qu'on 
onsidère. Dans ma thèse, j'énon
e unrésultat pré
is à 
e propos, mais il est su�sant de l'illustrer par un exemple simple.Tout d'abord, 
omme la géométrie est plate (essentiellement, le fait que les géodésiques soientdes droites), on peut se restreindre au 
as de la dimension 2. Dans 
e 
as, supposons que pour



6 MICKAËL CRAMPONun 
ertain 1 6 α 6 +∞ et tout ε > 0, ∂Ω soit Cα−ǫ et α+ ǫ-
onvexe en x+ ; alors
lim

t→+∞

1

t
log ‖dϕtZs‖ = −2 +

2

α
pour Zs ∈ Es,

lim
t→+∞

1

t
log ‖dϕtZu‖ =

2

α
pour Zu ∈ Eu.L'hypothèse que ∂Ω soit Cα−ǫ et α+ ǫ-
onvexe en x+ pour tout ǫ > 0 veut juste dire (
.f. �gure4) qu'il existe des 
onstantes Cǫ telles que le graphe f de ∂Ω en x+ satisfait

1

C
|t|α+ǫ

6 f(t) 6 C|t|α−ǫpour tout t assez petit (
e
i dépendant de ǫ).5. Comportement global5.1. Variétés 
ompa
tes. � En ayant 
ompris 
e qu'il se passait lo
alement, il est alorsfa
ile de montrer que le �ot géodésique d'un quotient 
ompa
t M = Ω/Γ est un �ot d'Anosov :
ontra
tions et dilatations des distan
es sont exponentielles, et le taux exponentiel est 
ontr�lé.C'est le théorème suivant, dû à Yves Benoist :Théorème (Yves Benoist). � Supposons que M = Ω/Γ soit 
ompa
te. Alors le �ot géodésiquesur HM est un �ot d'Anosov de dé
omposition
THM = R.X ⊕ Es ⊕ Eu;
'est-à-dire qu'il existe des 
onstantes C,α, β > 0 telles que pour tout t > 0,

‖dϕt(Zs)‖ 6 Ce−αt‖Zs‖, Zs ∈ Es,

‖dϕ−t(Zu)‖ 6 Ce−βt‖Zu‖, Zu ∈ Eu.Le 
ara
tère Anosov est une propriété importante du �ot géodésique d'une métrique hyper-bolique, et notre �ot plus général partage don
 
ette propriété. Il y a toutefois d'autres propriétésqui sont 
ara
téristiques du �ot hyperbolique.Un des résultats prin
ipaux de ma thèse dit justement que l'entropie topologique du �ot estmaximale lorsque la stru
ture est hyperbolique. L'entropie topologique est un invariant fonda-mental en systèmes dynamiques, qui mesure 
omment le système sépare les points, à quel pointil est 
haotique ; 
'est en gros une mesure du désordre que 
rée le système. Un �ot d'Anosov esttypiquement un système 
haotique.De plus, dans le 
as d'un �ot géodésique d'Anosov, l'entropie topologique est relié à des pro-priétés géométriques. Par exemple, elle apparaît naturellement dans le 
omptage des géodésiquesfermées primitives (1) : si N(T ) est le nombre de géodésiques fermées primitives de longueur pluspetite que T alors
lim

T→+∞

1

T
logN(T ) = htop.Le théorème se formule de la façon suivante :Théorème 5.1. � Supposons que M = Ω/Γ soit 
ompa
te. Alors l'entropie topologique htop du�ot géodésique sur HM est inférieure à n−1, ave
 égalité si et seulement si M est riemanniennehyperbolique.Il s'avère, en fait, que la nature riemannienne d'un quotient 
ompa
t M = Ω/Γ peut se lireà travers de nombreuses 
ara
téristiques, 
ertaines d'entre elles faisant intervenir les propriétésdynamiques du �ot géodésique. Elles sont résumées dans le 
orollaire suivant.Corollaire 5.2 (Yves Benoist, M.C). � Supposons que M = Ω/Γ soit 
ompa
te. Les propo-sitions suivantes sont équivalentes :1. primitive veut dire qu'on ne 
onsidère que les géodésiques qui ne font qu'un tour.



UN APERÇU COMPRÉHENSIBLE DE MA THÈSE 71. M est riemannienne hyperbolique ;2. le bord ∂Ω est C1+ǫ pour tout 0 < ǫ < 1 ;3. le groupe Γ est Zariski-dense dans SL(n+ 1,R) ;4. le transport parallèle le long des géodésiques sur Ω est une isométrie ;5. les exposants de Lyapunov de ϕt sont −1, 0 et 1 ;6. le �ot géodésique ϕt admet une mesure invariante absolument 
ontinue ;7. l'entropie topologique du �ot géodésique vaut n− 1.Ainsi, 
'est une propriété très forte que d'être hyperbolique, puisque 
ela a des 
onséquen
esimportantes sur le 
omportement d'autres objets, 
omme par exemple le �ot géodésique. Dansla suite de ma thèse, j'ai essayé de 
omprendre 
e qui pouvait être dit sur les quotients non
ompa
ts. Un théorème aussi fort ne peut toutefois pas être espéré 
omme on va maintenantl'expliquer.5.2. Variétés non 
ompa
tes. � Lorsqu'on parle du 
omportement global du �otgéodésique, 
'est en fait de ses propriétés de ré
urren
e que l'on veut parler. Les pointsimportants sont don
 
eux qui reviennent in�niment souvent près de leur position d'origine,dans la passé et le futur. L'ensemble de 
es points s'appelle l'ensemble non errant du �ot ; 
'estun sous-ensemble fermé de HM .

Figure 7. Le 
÷ur 
onvexe d'une surfa
e géométriquement �nieDans le 
as d'un quotient 
ompa
t M = Ω/Γ, tous les points sont ré
urrents et l'ensemblenon errant est HM tout entier ; mais en général, 
e n'est qu'une petite partie N de HM , dontla proje
tion π(N) sur M est 
ontenue dans une partie propre de M , qu'on appelle le 
÷ur
onvexe de M . Ainsi, on ne peut espérer déduire toute la géométrie de la variété des seulespropriétés de ré
urren
e du �ot géodésique 
omme dans le théorème 5.2. Néanmoins, on peutespérer dire quelque 
hose sur la géométrie du 
÷ur 
onvexe.Cela amène plusieurs problèmes :



8 MICKAËL CRAMPON� d'un 
�té, 
omprendre la géométrie des quotients non 
ompa
ts d'une géométrie de Hilbert
(Ω, dΩ) donnée ;� de l'autre, développer des outils pour étudier leur �ot géodésique, en s'inspirant du 
as
ompa
t.Ces deux problèmes doivent être étudiés en parallèle, le premier fournissant des exemplesauxquels pourraient être appliqués des résultats dynamiques.5.2.1. Résultats généraux 
on
ernant la dynamique. � Même si la variété n'est pas 
ompa
te, le�ot géodésique peut malgré tout admettre des mesures de probabilité invariantes qui sont intéres-santes ; d'un point de vue mesurable, l'espa
e apparaît don
 
omme un espa
e ��ni�. Par mesureintéressante, on veut dire une mesure qui permette de dé
rire 
ertaines propriétés de ré
urren
edu �ot. Pour les �ots d'Anosov topologiquement mélangeants, 
omme le �ot géodésique d'unquotient 
ompa
t, la mesure de Bowen-Margulis est la mesure asso
iée à l'entropie topologique :
'est l'unique mesure qui réalise le supremum dans le prin
ipe variationnel :

htop = sup{hµ, µ probabilité invariante}.L'entropie hµ d'une probabilité invariante µ est en
ore une mesure de la 
omplexité dusystème, mais 
ette fois d'un point de vue mesurable : les �tailles� des sous-parties de l'espa
ene sont plus mesurées par des distan
es, mais par la mesure µ que l'on 
onsidère. Le prin
ipevariationnel a�rme que le système est toujours �plus 
haotique� d'un point de vue topologique et,lorsqu'il existe une mesure d'entropie maximale, 
'est-à-dire une mesure qui réalise le supremum,alors on peut dire que 
ette mesure est adaptée à dé
rire le 
omportement topologique du �ot.Même lorsqu'une telle mesure existe, il n'est pas toujours fa
ile d'en 
omprendre ses propriétés.En parti
ulier, on peut trouver étonnant qu'elle ne soit pas for
ément absolument 
ontinue (parrapport à un 
ertain volume sur l'espa
e 
onsidéré), et même 
e dans des 
as où il existe unvolume invariant. Par exemple, pour le �ot géodésique d'une métrique à 
ourbure négative surune surfa
e, la mesure de Bowen-Margulis n'est pas absolument 
ontinue, sauf si la 
ourbure est
onstante.La mesure de Bowen-Margulis, pour le �ot géodésique d'une variété riemannienne 
ompa
teà 
ourbure négative, peut être 
onstruite de plusieurs façons. En parti
ulier, il existe une 
on-stru
tion basée sur les mesures de Patterson-Sullivan, qui sont des mesures (µx)x∈Ω sur le bordà l'in�ni de la variété. Cela mar
he aussi pour nos géométries et pour un quotient non 
ompa
t
M = Ω/Γ, 
ela donne une façon de dé�nir des mesures intéressantes sur HM . Par 
ontre, il peutse passer deux 
hoses désagréables : d'abord, la mesure que l'on ré
upère peut être de massetotale in�nie ; ensuite, il peut y avoir plusieurs familles de mesures de Patterson-Sullivan, et ainsiplusieurs mesures de Bowen-Margulis.Toutefois, dans les 
as où on arrive à ré
upérer ainsi une mesure de probabilité (ou �nie, 
e quirevient au même en normalisant), les mesures de Patterson-Sullivan sont uniquement dé�nies,et il existe don
 une unique mesure de Bowen-Margulis, qui est de plus ergodique. Sous 
ettehypothèse, on a le théorème suivant.Théorème 5.3. � Soit M = Ω/Γ une variété quotient. Si1. il existe une mesure de Bowen-Margulis µBM sur HM qui soit une probabilité ;2. le �ot géodésique n'a pas d'exposant de Lyapunov nul sur l'ensemble non errant ;alors µBM est l'unique mesure d'entropie maximale et

htop = hµBM
= δΓ.Dans 
e dernier énon
é, δΓ représente l'exposant 
ritique du groupe Γ agissant sur (Ω, dΩ),dé�ni par

δΓ = lim sup
R→+∞

1

R
log 
ard{γ ∈ Γ | γ · o ∈ B(o,R)};il intervient dans la dé�nition des mesures de Patterson-Sullivan.



UN APERÇU COMPRÉHENSIBLE DE MA THÈSE 9Maintenant qu'on a 
ette mesure d'entropie maximale, on aimerait pouvoir 
al
uler ou aumoins estimer son entropie. L'inégalité de Ruelle est un premier pas dans 
ette dire
tion. C'estun résultat général pour les systèmes dynamiques sur un espa
e 
ompa
t, que j'ai utilisé pourprouver l'inégalité dans le théorème 5.1. Cette inégalité fait le lien entre l'entropie d'une mesureet la somme χ+ des exposants de Layapunov positifs, qui mesure l'e�et asymptotique du �ot surles volumes dans les variétés instables :
χ+ = lim

t→+∞

1

t
log det dϕt

|Eu
.L'égalité dans le théorème 5.1 se déduit du 
as d'égalité dans 
ette inégalité, qui a été 
lari�épar Ledrappier and Young. On peut étendre 
es deux résulats à notre 
ontexte, au moins lorsquela géométrie de Hilbert sous-ja
ente est Gromov-hyperbolique.Théorème 5.4. � Soit (Ω, dΩ) une géométrie de Hilbert Gromov-hyperbolique et M = Ω/Γune variété quotient. Pour toute mesure de probabilité m invariante par le �ot, on a

hm 6

∫

χ+ dm,ave
 égalité si et seulement si m a ses mesures 
onditionnelles instables absolument 
ontinues.5.2.2. Surfa
es géométriquement �nies. � Peu d'exemples de quotients non 
ompa
ts degéométries de Hilbert sont 
onnus. J'ai 
ommen
é et je 
ontinue à travailler sur 
e problèmeave
 Ludovi
 Marquis. Dans ma thèse, j'expli
ite le 
as des surfa
es 
omme premier exemple,en m'appuyant sur les travaux pré
édents de Ludovi
. La plupart des résultats obtenus sontinspirés de la géométrie hyperbolique ou de 
ourbure négative.En 
ourbure négative, les exemples les plus simples de variétés non 
ompa
tes sont les variétésgéométriquement �nies. Leur dé�nition s'étend sans 
hangement au 
ontexte des géométries deHilbert, mais le plus important et le plus di�
ile est de bien 
omprendre leurs propriétés àl'in�ni. En e�et, en 
ourbure négative, on sait que 
'est la géométrie asymptotique dans lesparties 
uspidales de la variété qui est 
ru
iale.Les géométries de Hilbert sont des géométries plus rigides que les géométries à 
ourbure négativeet on peut don
 espérer 
ontr�ler la géométrie dans les 
usps. Nous n'avons pas en
ore de résultatsgénéraux, mais nous espèrons montrer que la géométrie dans les 
usps est asymptotiquementhyperbolique : assez loin dans un 
usp, la métrique de Hilbert est aussi pro
he que l'on veutd'une métrique hyperbolique, au sens où elles sont bi-Lips
hitz équivalentes.

Figure 8. Une surfa
e géométriquement �niePour prouver un tel résultat, il faut 
omprendre les sous-groupes paraboliques des géométriesde Hilbert, le groupe fondamental d'un 
usp étant représenté par un groupe parabolique. C'esttrès simple en dimension 2, 
ar les isométries des géométries de Hilbert planes sont 
lassi�ées et
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omprises en termes de représentations matri
ielles.On peut obtenir alors une des
ription simple et pré
ise des surfa
es géométriquement �nies, quel'on pense pouvoir étendre en toute dimension. C'est l'énon
é suivant. Rappelons que le 
÷ur
onvexe C(M) de la variété M = Ω/Γ est la partie la plus importante de la variété pour nous,par
e que 
'est elle qui est le support de l'ensemble non errant.Théorème 5.5. � Soit M = Ω/Γ une surfa
e géométriquement �nie. Pour tout C > 1, on peutdé
omposer le 
÷ur 
onvexe C(M) de M en
C(M) = K

⊔

⊔l
i=1Ci,qui 
onsiste en une partie 
ompa
te K et un nombre �ni de 
usps Ci, qui portent des métriqueshyperboliques hi et h′i telles que� F , hi et h′i ont les mêmes géodésiques Ci, à paramétrisation près ;� 1

C
hi 6 h

′
i 6 F 6 hi 6 Ch

′
i.

Figure 9. Géométrie d'une surfa
e géométriquement �nieIl est alors fa
ile de travailler ave
 des surfa
es géométriquement �nies : elles sont réuniond'une partie 
ompa
te, d'un nombre �ni de 
usps et d'un nombre �ni de trompettes (
.f.�gure 5.2.2) ; et en 
e qui 
on
erne le �ot géodésique, on est soit dans un partie 
ompa
te,soit dans une partie dans laquelle la géométrie est 
ontr�lée, et 
e aussi pré
isément que l'on veut.De 
ela, on peut déduire plusieurs résultats.Théorème 5.6. � Soit M = Ω/Γ une surfa
e géométriquement �nie. Alors� le �ot géodésique est uniformément hyperbolique sur l'ensemble non errant ; en parti
ulier,il n'a pas d'exposant de Lyapunov nul ;� il existe une mesure de Bowen-Margulis qui est de probabilité.Ce théorème implique en parti
ulier que les résultats dynamiques pré
édents sont appli
ablesdans le 
as des surfa
es géométriquement �nies. On peut ainsi déduire un résultat de rigiditéentropique pour les surfa
es de volume �ni, qui sont 
es surfa
es géométriquement �nies sanstrompettes, de telle façon que le 
÷ur 
onvexe est HM tout entier.Théorème 5.7. � Soit M = Ω/Γ une surfa
e de volume �ni. L'entropie topologique htop du�ot géodésique sur HM est inférieure à 1, ave
 égalité si et seulement si M est riemanniennehyperbolique.



UN APERÇU COMPRÉHENSIBLE DE MA THÈSE 115.3. Entropie volumique. � L'entropie volumique hvol(Ω) d'une géométrie de Hilbert
(Ω, dΩ) mesure le taux exponentiel de 
roissan
e du volume des boules métriques de (Ω, dΩ) :

hvol(Ω) = lim sup
R→+∞

1

R
log vol(B(o,R)).Lorsque Ω admet un quotient 
ompa
t, on peut adapter fa
ilement une preuve de Manningpour voir qu'entropies topologique et volumique 
oïn
ident : hvol = htop. Pour une variété devolume �ni, 
ette égalité peut être fausse en 
ourbure négative et 
ela dépend fortement dela géométrie asymptotique des 
usps. En dimension 2, le théorème 5.6 permet de prouver quel'égalité a toujours lieu dans notre 
as ; en résumé :Théorème 5.8. � Soit M = Ω/Γ une variété 
ompa
te ou une surfa
e de volume �ni. Alors

htop = hvol(Ω).Le théorème de rigidité entropique admet alors le 
orollaire suivant, qui 
on�rme, dans 
ertains
as, une 
onje
ture a�rmant que l'entropie volumique d'une géométrie de Hilbert est toujoursmajorée par n− 1.Corollaire 5.9. � Soit Ω ⊂ RP
n tel que soit� Ω admet un quotient 
ompa
t ;� n = 2 et Ω admet un quotient de volume �ni.Alors hvol(Ω) 6 n− 1, ave
 égalité si et seulement si Ω est un ellipsoïde.Mi
kaël Crampon
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